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e chi non ha problemi con le rappresentazioni espriali pud andare direttamente a pagina 7.
Non ho perso tempo a diluire la minestra con infaeimni e dimostrazioni elementari sui numeri
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1 PREMESSE

1.1 Sulla rappresentazione

Per le operazioni di moltiplicazione ed elevaziangtenza complessa si utilizza piu efficacemente

della rappresentaziomartesiana
» z=a+ bi

Z=a— hi
771 = a-bi
az+b?

la rappresentazione goordinate polari

» z=p(cosf+ising
z=p(cosf—-isig
z1=pcosf-ising’

dove perZsi ha

p=\a?+b? a=pcosd, b=p sird

_ a ., b
tanH:g , 0= arctalg az 0
0, meglio ancora, quellesponenziale
» z= pd?

7= pei?
2—1:p—1e—i9

I numeri complessi possono essere rappresentati
anche in termini di matrici emisimmetriche reali

a -b
a+bi=
b a

ig r 0\ cosg - sind
pe =
0O r /\sing coy

per via dell'isomorfismo traC e il campo di
gueste matrici. Ma questa rappresentazione e
poco utile per gli scopi di questo lavoro.

che produce espressioni piu compatte e dove gerrtaula di Eulero si ha

» €? =cosd+i sird
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con la funzioned? che traccia nel piano Argand-Gauss una circonfereinrzaggio unitario al
variare di@[R .
1.2 Sulla formula di Eulero

Tale formula discende dallo svilupposarie di Taylor delle funzioni

sing, co® & conGOR

per le quali si ha

5 7
singd= Zk O( —1)" J5(2'<+1):5 &, 00

2k +1)! KR
_oe (D) LB, 86",
cosf ‘Zm{ R TR TR

62 93 94
&’ = Zko(kl] =1+0+ 21 3| 4|
Nell'ultima serie, sostituend@ conif si avra

. _ 2 3 4 5
@o=1+i9+09)° 4092, (9, (9)°,

— 14— 62 |93 94 i0°_

21 3| 5|
2 p4 peé _ 3 pb5 7
=[1-7 + ‘9_—...+. A A A
21 41 6! T T
=cosg+i sird
ovvero la formula, e poiche e
e =cosf—-i sird
si avra anche
0 4 if _ W _ A6
Cos@:el—e, Sn‘ﬁ:ég—_é
2 2
N, € =cos0+isin®
I r 3
/ isinb isinf ‘1
I-' W0 cosh "'l . 2co0s0
| ' P >
1 | /.-"
/'//
-isinf )74
../’f
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1.3 Sulle identita fondamentali

Dall_a formula di Eulero discende 'omonima identita
»e™+1=0
e, piti in generale pe? =k77/ 2, KON

© |nl2| n |a3/2| 2n
e’ | i 1| - 1

Considerando numeri complessi di modulo unitari@ano le seguenti rotazioni ed equivalenze

per K77, KON ;

r repal ree
- - o
oy e i‘ e i

1.4 Sul prodotto

Il prodotto di un numero reale per un numero complesZ@ uguale a
»nz=rnpé&

Il prodotto di due numeri complessi

z=pe? 72=p' ¥

€ uguale a

» 27 = po' &99)

e quindizz’ha per modulo il prodotto dei moduli e per argorndatsomma degli argomenti.
In particolare si ha

»zz=ppdf9) = 2=p> &

il che conduce agevolmente al punto 3.2.1.

Non sempre il prodotto di due numeri complessi @umero complesso. Infatti

zz=(a+ bj( a b)= &+ b=p?
zz' = at bijﬂzl

az+ 7
2727 '=pp'lse 6=6"
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e zzper @=krr/ 2, KON & un numero reale o immaginario puro secondo quastoin 1.3. m

2 ROTAZIONI NEL PIANO ARGAND-GAUSS

2.1 Applicazioni

E’ evidente che I'applicazione

¢p.C-C

dove zZ = ré®9) g 9'OR conil prodotto 00" =TI costante,
descrive una circonferenza di raggie centro I'origine.

zz'

pp'
.p /‘E
0+0' O 10

Notate come I'applicazione non sia biiettiva in gieauno stesso numero compleggbe
rappresentato da valori diversi @+ ") multipli di 277

Conviene inoltre notare che, analogamente a quadade il campo reale, coppie diverse di numeri
complessi danno lo stesso prodotto e quindi deseoiva stessa circonferenza:

» Esempio
i 277

z=9e/s, i:ZS%, F 6e3, o 38
. i577 :
zz =18e 3 = qQ

In base a queste osservazioni possiamo semplifiedaecenda e far vedere come una
circonferenza sia descritta in fin dei conti dasoto numero complesso del quale si faccia variare
I'argomento (parlando di rotazioni possiamo sosgtal termine argomentd quello di * fase).
Consideriamo infatti il caso particolare in cui wha due numeri complessi sia diverso dall’'unita
ma con modulo uguale ad uno e l'altro abbia faszale uguale a zero; allora si ha

z=¢6% Z2=p, zz=p &) conk OR e 'applicazione & per
27 = 1é®9 con p=r ekOR

-‘-‘-‘_‘—I—
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qq'= ré®® con go'=r ekOR

Se volete potete consider@gieon modulo qualunque e fase zero, per ottenesteso risultato da
una prospettiva diversa.

Infine notiamo come il prodotto di un numero conggle per I'unita immaginaria produca le
seguenti rotazioni:

e’ Ei:,oelé’e/2 :,oe',( 2
pe? Fi= pei(e_%)
Con in tasca queste semplici considerazioni poss&guprire I'acqua calda ed affermare che

per qualsiasi operazione con numeri complessi cheéadrisultati con modulo costante, tali
risultati stanno tutti su una circonferenza di raggo il modulo.

2.2 Equazione della circonferenza

Partendo dalla definizione di modulo per la qualsas

p=|g=\2+y

e che rappresenta la distanza dall'origine degli assi,
arriviamo agevolmente alla distanza di due purltpreo complesso

2= 2|=|(x+ iy) = (X+ iy) =[O X+ Ty ¥)={ (% RP+(y IF
ma allora s&, rappresenta le coordina(é(o, yo) del centro & e il raggio
>|z-z|=T

e I'equazione della circonferenza nel piano congules
Infatti si ha

(x+iy) = (% +iyo)| = T
(X=%)?+(y= W)= r?

da cui ponendo

a=-2%, b=—2y, c= %+ ¥- P

si ottiene la nota equazione cartesiana dellamierenza
> X%+ y?+ ax+ by =0

che siriduce a

> X2 + yz =r2

se la circonferenza ha per centro 'origine.

1

» Ecco unesempioper una circonferenza di cen{o-7 , E ij e raggiol:

\/25 ; :>£X+%j +(y——9£1:> R+ af+ 4 x 4 1

L’equazione rappresenta il luogo geometrico detipdel piano complesso:
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e compresi entro la circonferenza di equazione datarchio) se vale la diseguaglianza
» sulla circonferenza di equazione data (la circanfea) se vale I'eguaglianma.

3 SVILUPPO DELLE POTENZE COMPLESSE

Ho escluso la banali@i a”, perd vorrei rammentarvi ch® [0 C e che quindi in questo caso si
parlerebbe di numeri complessi con parte immaganauila. In seguito quando il risultato di
un’operazione tra numeri complessi dara come gsulin numero complesso con parte
immaginaria nulla lo chiamero ‘numero reale’, mégmer comodita.

3.1 Base real@&

3.1.1 Se I'esponente & un numero complesgo+ qi
si ha

> a(p"'qi) — apaqi =aP éiqma)

da cui ponendo

f=glna

p=a’

si ha il numero complesso

z=pd?f

risultato dell’'elevazione a potenza

a(p+ai)

3.1.2 Se I'esponente & il numero immaginario
si ha
» a =e" =cosIna+ isinina

3.2 Base complessa

3.2.1Se I'esponente € un numero interd
si utilizza laformula di De Moivre la cui dimostrazione € elementare per induzione:

» 2" = p"(cosnd+ isind = p"eé¥ nx>1
» Esempio

2=(-2+i2) =128t

TrasformiamaZ in forma trigonometrica

~(2ed)= - i E]

v —128\/_2( cosl%TH smTJ

2\/_2( cos—+| sm:Z—Tj
128 P2 \/_2 \/_2

= 148-1)

Ma non sempre una tale elevazione a potenza € un numeafomplessoe cio accade ovviamente
sempre quando I'argomento & multiplo/di
» Esempio
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2t =(-2+i2)" =-64

Si calcola facilmente che I'argomento A 3774 e che quello diz’ vale 37T; quindi il risultato

dell’'elevazione a potenza sara un numero realetivegper la disparita del fattore moltiplicativo.
Terminiamo il calcolo per controllare:

z' =64(cos3r+i sing)= 60 1 Jo=- ¢

3.2.2 Se I'esponente & un numero compleggot Qi
si ha
Z(Pra) = (pdf)(Pra) =[ dne ) (Prad
da cui sviluppando il secondo membro
[e° 91 =( &) A &7 §) (1§
— ppe(qilnp) drd gfa
ed ordinando si ottiene
p Z(PHa) = pPg gl dnp+dp]
Ponendo ora
p'=pPe
f'=qlnp+8p
si ha il numero complesso
ZI — pl éH'
risultato dell’'elevazione a potenza
Z(P+ai)

3.2.3 Se I'esponente & il numero immaginario
allora si ha
3.3 Base immaginaria

3.3.1 Se I'esponente € un numero intel®

poiché
] i
| =e?
si ha
) in77
»i"=e?

Il risultato dii" sara un numero reale o immaginario puro a secdelitaparita o disparita
dell’'esponente.

o i PP
i (1= 110 11 Come calcolard" ?
HEIFIEEEIE i"OG, o(i)=4,i"=i",r =n - 4
.3 - .
MR 127 _ i3 _ s

- E | =l =4
MEREAEREE Sempio
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3.3.2 Se I'esponente & un numero compleszs p + qi
si ha

i77 p+ai _m inp TTf i
,i(p+qi):(ezJ e 22 - @

da cui ponendo
-

p=e 2
g=""P
2
si ha il numero complesso

z=pd?f

risultato dell’'elevazione a potenza
ir

| =e2

3.3.3 Se I'esponente & il numero immaginario

stha 91/4=7.06...4— 4 Inz

<]

da cui il numero reale

: "/
I'=e 2
3.4 Logaritmo di un numero complesso

Ponendo
2=p ei (9+2kn)
si ha

»Inz=Inp+In dlo+2r] =Inp+(6+2ka) |

Im

Cosa succede nel piano Argand-Gauss al varidke?di
Il logaritmo di un numero complesso € una
funzione polidroma di variabile complessa

E’ infatti evidente ch& ha immagini infinite e coincidenti
e descrive una circonferenza al variaréi !

mentre le immagini del logaritmo naturaleZdsono semprr
infinite ma distinte e giacciono tutte sulla '

retta parallela al’asse immaginarioa=1In 0 .=

-

/in/4=0.78...
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4 RADICI COMPLESSE

4.1 Radici ennesime di un numero complesso

Possiamo applicare la formula di De Moivre ancipet@nze con indice frazionar%, nUN,

ma in tal caso I'operazione € di estrazione diaadi il risultato dell’elevazione a tale potenza no
sara un singolo numero complesso maumeril]C. Infatti se

oe”=w=p& 20

€ un numero complesso qualsiasi, segue che

o= ph nd=0+ 2k

Alloraperk=0,1,2,3,...p,..9 ,.n— L j=k+

- n

> © W, = phe
saranno leN radici ennesime, uniche e distinteydin C.

La dimostrazione € semplice:
v' tali radici non possono essanenodi N perche

i(@+2k .
cdf = ,Oe( nj =o"ei¥=we quindi Iea)j sono proprio le radici ennesimeWlj

v' non possono essep@l Nper via del teorema di Ruffini valido anche@;
v/ sono tuttadistinte perché se due di esse non lo fossero si avrebbe
1 i[9+ﬁp7'r} 1 i[0+ﬁq7TJ
W, =pe =ay=p"e

dove i due argomenti non potrebbero differire cherpultipli di 277.
Cioée esisterebbe um intero tale che

+2pmr_6+2qm _ —
np - nqﬂ—Zmﬂovvero(p—q)—

il che & impossibile perch(ép— q) non puo essere multiplo ¢ essendop, g distinti tra

loro e compresi trde N—1.
1
E’ evidente dalla formula® come le radici siano distribuite sulla circonferamli raggioo" e

quindi stiano sui vertici di un poligono inscrito N lati, il che conferma come esse siano in
numero din e tutte distinte tra loro.

» Esempia sia il numero complesso
22 =1+3

Per poter utilizzare la formul@ occorre prima trovare il valore @i:
p=+a’+b*=2, co —;— 9—3

Applicando ora la formula) avremo le radici

ai:p%ei%:f(fv 2} 6412 4 = phad7e- fz{_iz I‘z} 62
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» Esempia sia il numero complesso
73 =-8i

allora avremo

0=8, sin9:—1,9:3_”

i377) ) |7rr i 117 ]
@ =2e % = 2i, w=2"6=-/3i,w,= 2 6=y 3i
» Esempia siano i numeri complessi
4 —; 4 —
per tutti e due avremo come modulo

© =1 mentre gli argomenti saranno nspettwameﬁt@ , 8=0

Per Za1 =1 si calcola faciimente che le radici sohpi , — l, —i
Per Z4 =| basta calcolare una, qualsiasi e moltiplicarla per le radici dell'unpar avere le

quattro radici cercate. Scegllendo la prima, quediek =0, abbiamo la conferma che

Al W 2 477

per cui eseguendo i calcoli si avra

—of - w_+2 N2-J2_
2

allora perk =1, 2,‘_ le altre saranno

=2y 0= Y22 N2H 2
=2, F=- Jf+2 N2~ fz
1=Z, E-l—“ - 2+2

Ma avremmo potuto scegllere una rad(z%j qualsiasi poiché il risultato & sempre multiplo2i:
i[6?+2krr] i[zknJ iemm}
n n n
e (& =

4.2 Radici ennesime dell’'unita

Wy z,

4.2.1 Unita reale
Secondo la formul® se éw=1sihap =1, € = 0O e le radici dell'equazione

-1=0

sono le radici ennesime dell’'unita reale e sone datla formula ridotta

[ N ®) a)J :e[zr‘ﬂJ
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Esse esprimono nel piano complesso le coordinateedici del poligono regolare dil lati
inscritto nella circonferenza unitaria.
» Esempia I'equazione

x¥-1=0, 8= C 1+ 1+if3

ha come radici 7 R

mentre I'equazione ‘
x3+1:(x+1)(x2—x+]):O,6’:% \}I'l
ha come radici /
cq-1+'*/§, w=-1 o= —|\/_3
cha \
(Z;f“mc )7>e<3+1) x°-1 -1- W3 =1 i3
2 -l 2

tutte assieme sono le radici dell’equazione
x6-1=0
e stanno sulla circonferenza unitaria uniformemeig@anziate d% , Sui vertici di due triangoli

equilateri ruotati di% I'uno rispetto all’altro e su quelli di un esagomgolare.

» Esempia considerando invece radici di indice pari pje¥ 4 avremo:

x*-1=0,60=0 .

Cq:]_, a)Z:i,a)sz—l,a)4:—i -ﬁ-e—fﬁ e 'r_-_--.._‘ 1 ﬁ+;’ﬁ
x+1=(x2=1)(x*+1)=0,6=r 2 e
ai_\/_+|\/§, 0)2:—\/_2;\/_2’ |

-2 _2-iV2 N/
(X' -1)(x*+1) = -1

In questo caso le radici stanno sulla circonferen

unitaria uniformemente distanziate@f1 ,

sui vertici di due quadrati ruotati % I'uno 5

rispetto all’altro e su quelli di un ottagono sgatare.

Schema di numerazione delle radici
a)j -~ k=0,1,2,..n-:

Per interpretare correttamente le rotazioni bisogna
posizionare la prima radic&}, ovvero quella

corrispondente &k =0, e ruotare il quadrante in
senso antiorario. Per le radici dell'unita real&i e

sempre uguale atle quindi la sua posizione ¢ la
stessa peln qualsiasi




Ma sen < 3 le radici dell'unita sui vertici di qualpoligoni’ stanno ?
» Esempia con un finale “trivial”, ecco le equazioni

x2+1=0, xt 1= C

le cui radici stanno rispettivamente sugli estrdmin segmento e su un punto.

4.2.2 Unita immaginaria
E’ abbastanza evidente che per ottenere le ragi@sme dell’unita immaginaria basta ruotare di

% quelle corrispondenti dell’'unita reale, ovvero rigitarle peri . Ma dimostriamolo.

Secondo la formul&) le radici ennesime delle equazioni

xX"-i1=0, @= %) eX"+1=0, @= 3”2)sono date rispettivamente da

i [ rr+4k7r} [ 3T+ 4krr]
e

>©a)j:e 2n , 2n

> Esempio Le radici cubiche dell'unita immaginaria sSono:

/3 BN

a{ eG :_+_ a)z e 6 -
risultati che si ottengono appunto moltlpllcandafadlm dell’unita reale pdr.
Ripetendo tutti i passaggi del paragrafo precedettéeremo due gruppi di grafici ruotati di

7/ . :
/2 rispetto ai precedenti.

ﬁ F {1}: \‘ :::t.:\\ \/g +l' = 2 i Yo

- / fm, ¥4 : ml I \ K‘
I'-.. Fd / \ ..-'I I":\ /

.\ \'\\ .
_‘i P
IR [

» Per quanto sopra dimostrato si puo affermare che:
v le radici complesse sono sempre in numero parnaigate due a due;
v' se un’equazione di grado pari possiede radici es#é devono essere in numero pari e
opposte due a due;
v' un’equazione di grado dispari deve avere almenaanfiae reale.
n-1
v’ & vero cheZa)j =0
1=0
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n-1
v @ vero chel+ Z(dj“ =0 se, #1 & una radice ennesima dell’'unita.
m=1

» Un ultimo esempia Mettiamo i risultati di questo paragrafo in urth@ker, agitiamo bene ed
esaminiamo il risultato:

XX+ x*+1=0

Che tipo di cocktail si nasconde in questa equ@&zeoome lo si rappresenta ?

Poiche tutto deve entrare, disegni inclusi, in aund resta di questa pagina, saro breve:

X1,2_T - X1,2_T’ 34 2
_ _ /3 B _ilii\/é B _¢1$i\/_3 B _1\/_3-_Fi
)(1,2_6‘)1,5_7’ X3,4_w3,7_T’ X5,6_a)6,2_—2’ X7,8_a) 4,8_—2
air 2 G4 (5P
A=P =L o= w<2,4,6,8)=e(”j W 4577 45 b= 0.6.12.18

Ecco fatto. Abbiamo ottenuto il nostro ottagon@cnitto in una circonferenza unitaria, irregolare
ma simmetrico rispetto agli assi, costruito sovaagndo i due gruppi di grafici delle radici
cubiche, privi delle radici reali e immaginariereuche giacciono su parte dei vertici di un
dodecagono regolare, poligono costruibile con eigampasso..
Qualcosa del genere si ottiene anche dal cocktalil

2

X +x+1=0 -1+iV3 1+i\3
per il quale e = e 7’\ =

air 27 r 5
p=16,= 3’ 3 wﬁﬂ_;ﬁ \\ .“'v'rg+:'

w

(4 (2
Wo,46) = e{;p]ﬂ’ Wy 35 e'(;p)”’ p=0,6,1

A\
N

In questo caso per posizionare le sei radici sdioreli un esagono irregolare, simmetrico rispetto
all'asse reale ed inscritto nella circonferenzdaria, € necessario costruire un poligono regalare
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9 lati; ma I'’ennagono non € un poligono costruibile con riga e compasso né con altri metodi,

salvo accettare approssimazioni di varia entitBashgjolo 2% -

5 EQUAZIONE CICLOTOMICA
5.1 Teorema fondamentale dell’algebra

Ogni polinomio a coefficienti complessi di grado

faX)=a+ax+ g X+.+ g, ¥+ a Xk

possiedenradici &) in C non necessariamente distinte.

Infatti, poicheé f,,(X) possiede almeno una soluzio@#, per il teorema di Ruffini (valido ifC)
possiamo dividerlo peK— ¢ ottenendo

fa(¥) = (x=a) f,1(X

Ma poiché anché__,(X) possiede almeno una soluzioag avremo

fa(¥) = (x=a)(x=a) f_,(¥

e quindi iterando il procedimento sino ad un patmm di primo grado si ottiene
> To(X) = an( X~ @) (X~ @) X~ w) LU xa)

con @...4), soluzioni dell’equazione

f,(X)=0

» Esempia il polinomio

x3-1=0

ha sicuramente una soluzione reXleEl e quindi si scompone in
(Xx-1)(x*+ x+1)=0

Il polinomio ridotto di secondo grado non ha sotuzireali essendo

o =L

ma complesse

m,x:—_liz'f?’

Il teorema fondamentale dell’algebra beneficiantitiiessanti dimostrazioni una delle quali € molto
semplice e richiede solo la conoscenzae@lema di Liouville per il quale se una funzione intera

f :C - Ce limitata allora & costante.
Si dimostra chef,(X) ha radici inC dimostrando il contrario, e cioé che un polinomiivo di

radici in C & costante.
Sia la funzione complessa

g(z):%

con f(2) polinomio complesso senza radici@.

Essendd (2) 0, g(2) e definita inC ed olomorfa, ovvero intera.

Per applicare il teorema di Liouville basta dimastrche & anche limitata.
Ed infatti lo &, poiché essendo
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lim,_, f(2 =

risulta

im,_.,9(2 =0

d(2) e quindi limitata ed essendo intera & costante.

Ma essend@(2) costante anch&(Zz) & costante.

Si é quindi dimostrato che i polinomi senza radano quelli costanti.
Teniamo da parte questo risultato e torniamo aliicr ennesime dell’'unita.

5.2 Gruppi ciclici

Le radicinesime dell'unita formangruppi moltiplicativi abeliani § di ordinen.
Ad esempio, dette e numerate come visto in pre@dienre radici cubiche
oo LyN3 1 13
W= W="5t 5 @57
le proprieta di$
* chiusura
» associativita
» esistenza dell’elemento neutro

* esistenza degli inversi
* commutativita

sono verificate nella tabella

c W WA
W W W
W W o W
W W A

§ ¢ inoltreciclico con 64.)2 e a%generatori, e cio significa che ciascun element® di

€ generato da opportune potenze dell’elemento mener

Cq( =CJJ“, m=0,1,2,..h—

e, piu in generale, che

con C()g generatore éNJ7Z" con§ che viene generato ciclicamente opriterazioni, ovvero con

N periodo di ciascuna radice.
Proviamo con la tabella a gener&rére volte con le due primitive:

G, generatore

d=w | &=

B=0w, | o=,

KSNRSUASE
I

W= &=,

G generatore

d=w | G=w| =g
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W=w | o =w| o=

6032:&)2 ag:a)Z agza)Z

D’altro canto anche le radici quarte dell’'unitaleca
w=1 w=i, w=-1 w,=4

formano un grupp& che viene generato da), e QJ, ogni quattro iterazioni:

c W W W W,
O W W,
W W W W AW
W W W WA
Wl W | W

Vi suggerisce qualcosa questa tabella ?
Tornate indietro al paragrafo 3.3.1...

5.3 Radici primitive dell’'unita

Si definisceordine di un elemento j appartenente ad un gruppbo
o(j),i0J
il piti piccolo ML N, se esiste, tale che

m —

] =e
dove € e I'elemento neutro del gruppo.

Poiché§ & moltiplicativo il suo elemento neutrdl@ allora si definisc@rdine di una radice
Nesima dell'unita

°(e)
il piti piccolo MU N tale che

Wf =led 21, g’ %1, ..0) %

>Se0(a{<) =N, & e radice ennesim@aimitiva dell'unita e(k, n) =1
La dimostrazione & banale ponen@& 1 e scrivendo:

2'-1=(z-1)( 2+ 2%+.+ 2] =
dove é

(z-1)%0
e quindi

(27 +272+.+ z+1)=0
dove

z#-1
Ovviamente sén >1 GJ non e mai primitiva, e selad > 2 e pari non lo & neanche la sua opposta.
» Esempio:per le radici cubiche

¢J non & primitiva perch@” =1
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1,03

3
W,, @ lo sono perch%—ﬁ_T] =1 con 3 intero minimo per il quale cio & verificato.

Per le radici quarte anche I'oppogi3 non & primitiva 6132 =1).

Le radici primitive sono dunque un sottogrugfai G e poiché$ é ciclico anche éciclico.
Il numero di differenti radici primitive si calcotzon lafunzione @ di Eulero, detta anche
toziente definita per

p(1)=1

n>1, ¢ (n)=numero degli interint minori di N e primi conn.

Ad esempio, senza bisogno di calcoli si troka<0,1,2,3,...0— )

$(3)=12= 2:—%+i\/_3,—_%—i\/_3
P(4)=1,3= 2=i A
$(6)=1,5= zz>%+if3%-i[3

HE)—>1 357 4> @2 V2 ;fzgifz ,—f2£i J2 {z; Jz
e poiche@ é una funzione moltiplicativa si ha che

@(N)@(g) =@(Ng sen,q sono coprimi

e quindi, ad esempio,

P(12)= 15719 (I (4F

#(24)=1,5,7,11,13,17,19,23 B) (8) (manon@(4)p(6) 1)

In generale per calcolare il valore della la fungigp pern qualsiasi si adopera la
produttoria di Eulero

@(n) = nm(l—%] conp primi distinti din.

» Esempia per I'equazione
x>®-1=0

2;55):¢(5ﬂlr 5{ }%j[ }1&1} 4

Quindi le radici 55esime dell’'unita reale sono ®Helquali 40 primitive.

La funzione@ di Eulero dunque rappresenta I'ordine del sottpgoudelle radici primitive.
A guesto punto sappianguante sono le primitive, ma sappiamo anch&li sono tra le
ennesime ?

Certamente, perche abbiamo detto che é

of (k,n)=1

Allora, ricordando il sistema di numerazione de#idici ennesime dell’'unita, risultano primitive
quelle che portano come inditfat + 1.

Per concludere, sono radici 55esime primitive dalta:

Wy, Wy, W, Wy, W7, (W3, g W1 (i 150 14 155 .-GV ¢
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Proviamo che & vero, escludendo la banalitk & 0 — ¢J' =1:
i27

55 107, \11
@5:(6 55) =1, w655:(e 55) =1

dove quelli assegnati sono gli esponenti minimcpene due equazioni siano verificate.
Bene, ora possiamo parlare di polinomi ciclotomici.
5.4 Polinomi ciclotomici

Consideriamo il polinomio seguente e la sua elearerfattorizzazione
X =1=(x=D)(x+Y( X+ =(x-J( X+ X+ %]

Sarebbe comodo avere a disposizione un metod@aerizzare un polinomio di grado?
Naturalmente si. Vediamo come fare.

Intanto sappiamo che $ee primo si avra sempre

X" -1=(x=1)( X"+ X+ ..+ X+ x+])
In generale, sa&#, (k, n) =1 sono le radici primitive ennesime dell’unita, ciolesiamo il

polinomio monico seguente che chiamergrobnomio ciclotomicoe che sara di grad@(n) :

n

2P, (x)= [ (x—aﬁ)

k=1

(k,n)=1
Si dimostra che i polinomi ciclotomici sono irridbiti su Q e quindi utilizzabili per la
fattorizzazione diX" —1 suQ stesso.
Infatti, poiche le radici primitive ennesime sorimtinen, & chiaro che le radici ennesime
dell'unita sono radici primitive d-esime dell’'uniédquindi di ordinedl< d <n, (n,d)=1.
Allora secondo |# potremo scrivere tanti polinomi ciclotomidDd (X) e concludere che

n —_

vx' -1=[]®, (x)

din
Naturalmente calcolare tramitedatutti i polinomi ciclotomici P (X) necessari alla

fattorizzazione sarebbe un procedimento onerostarngo a tale scopo utilizzeremo la formula
seguente

+0,(x)=

djn
d#n
che ci permette di calcolare qualsiasi polinomaatomico in funzione dei precedenti.

» Esempia Proponiamoci di fattorizzare

18
X =1
Partendo dai primi polinomi ciclotomici, di calcatementare ed immediato

® (x)=x-1 ®,(¥)=x+Ld (Y= X+ % 1L,d,( y= X+

con ® calcoliamo in cascata;
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x? -1 X -1

q)6:CIbl(x)CDz(x)CDS(x):(x—l)(x+1)(x2+x+1):X2_X+1
oxX-1 0 —1 _(xs—l)(x6+x3+1)_6
X B e (e I R

o - (xg—l)(x9+1) _

P (x=)(x+D (R + x+Y( R - xR+ R+ 1]

(x6—1)(x6—x3+1)(x6+ x3+])
(x6—1)(x6+ x3+1)

=x*=-x+1

e quindi cor¥ fattorizziamo tranquillamente pér=18, d=1,2,3,6,9,1
x°*-1=9,0,0.0 O D,
X°-1=(x=1)(x+ (K + x+ P ® - x J( K+ R+ J( - R+ ]

Si, lo so. CorDerive® basta immettere x*18-1 , premé&hetere quindiFattorizza..
5.5 Equazione ciclotomica

Siamo alla fine, possiamo tirare le somme.
Consideriamo il polinomio di grado

X"=1=(X-D(X"T+ X2+ 4 x+ 1

che, come visto i & cosi fattorizzato quandbe primo.
Dell’equazione
y X1 (X" 1+ X2+ +x+1)=0
(x-1)
oltre a dire che:
v’ e irriducibile sen & primo
v e soddisfatta dalle radici primitive dell’'unita &ériducibile

v se é riducibile & soddisfatta anche dalla radiaterel
diremo che &iclotomica o di divisione della circonferenza e le sue radieite anch&lumeri di

De Moivre, sono len radici dell’unita ovvero le coordinate nel pianogAnd-Gauss dei vertici del
poligono regolare di lati inscritto nella circonferenza unitaria cheidono in N partim

Leonardo Calconi
leo@4dmatrix.it

Se siete arrivati fin qui vi sarete accorti di ugeave assenza: le radici quinte.

Non si tratta di una dimenticanza ma di una scphecisa per mettere la parola fine a questa
tesina che si e dilatata fin troppo strada facendo.

L’argomento infatti &€ talmente denso di fascino ofexita un lavoro a parte:
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radici quinte—»pentagone-» pentagramma»sezione aureaFibonacci—....

Una versione aggiornata e corretta potrebbe edggyenibile all'indirizzo:
www.4dmatrix.it/math
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