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Che cos’e una classe di resto ?

E’ I'insieme di quei numeri interi che danno losde resto se divisi per uno stesso intero.
{..,-7,-5,-3,1, 3,5, 7,...} formano una clasti resto [1jperché divisi per 2 danno lo stesso
resto 1.

L’argomento e intrigante: utilizzare classi di eeahziche numeri nelle operazioni.

Le applicazioni pratiche sono di grande interebasti pensare che attualmente (e almeno fin
guando i computer quantistici non saranno redl&sistenza delle transazioni commerciali e
bancarie via Internet é resa possibile graziec#itature basate sull’algebra delle classi di resto
Ho iniziato con alcune premesse sulle definizioni fondamerggberché rimanessero brevi e
compatte ne ho tralasciato le dimostrazioni chesmno funzionali agli scopi di questo lavoro.
Ho proseguitodalla definizione di classe di resto fino ai sisieli congruenze lineari, cercando di
dimostrare tutto ed inserendo un buon numero anpsdi calcolo pratico.

Ho tralasciato la matematica ricreativa, argomenti molto popadali la prova del nove e i criteri
di divisibilita, ed altri interessanti come la RSAi quali & stato scritto molto e molto meglio di
guanto potrei fare io.
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1 PREMESSE

1.1 Relazione

Descritta in modanformaleuna relazione e una legge che associa un elerdeatoinsieme ad un
elemento di un altro insieme, oppure che asso@aadruno gli elementi di uno stesso insieme.
Descritta in moddormaleuna relazione e un’applicazione : A - B, ovvero un sottoinsieme del

prodotto cartesianA x B. SeA =B = 7 l'applicazione & : Z - 7. ed é definita iZ. stesso.

1.2 Relazione di equivalenza
E’ una relazione definita nell'insiemeA per la quale valgono le proprietflessiva simmetricae
transitiva
ar b, abLIA se
e ara
e arb=bra
e arb,brc= arc
» Esempi
r = similitudine,A = insieme dei triangoli nel piano
r = parallelismoA = insieme dei piani nello spazio
» Contro-esempi
r = normalita, A = insieme dei piani nello spaziel e 3 non sono verificate

r = essere multiplo dA = N —2 non & verificata

1.3 Relazione di uguaglianza
E’ una relazione di equivalenza cui viene appli¢ataroprieta restrittivantisimmetrica:
e arb,bra e a=b
» Esempio
r = dividere
A=7
Come é evidente, questo e qualunque altro esempigléa portare € tautologico.
Si puo discutere sul fatto che la relazione di gdjaaza sia un caso particolare delle relazione di
equivalenza oppure che gquest’ultima sia una garmeeaaione della relazione di uguaglianza.

1.4 Classe di equivalenza modulo

Tutti gli elementi diA per i quali valg rispetto ach

[a] = {bLIA [br a}

» Esempio

r = coordinate<

A = insieme dei punti dello spazio

[a] = sfera di raggia@.

Naturalmente le classi di equivalenza modulpossono essere piu d’una, come mostrato nel
paragrafo seguente.

1.5 Partizione
E’ I'insieme[A] delle parti diA che verifica le proprieta:
e [A]l=A
e AnNA=0
e ALNAZO0e= An=A,
Quindi una partizione esaurisce l'insieme al qsal&ferisce.
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» Esempio

r = dare reston nella divisione pen intero
A=7

[A] = [ag) U [ar] U [ag] U ... [ani]

1.6 Combinazione lineare
In Z e definita tale una scrittura corb& + cy. Per essa sa|b, a|c= a|( ax+ b)).

1.7 Identita di Bezout
E’ una scrittura del MCD. It7, sed = (a,b) = d= ha+ kit perh, k opportuni.

La coppia di valorilf, k) non & unica in quanto per oghi Z si had = a( h+ ib) — b( k+ ia).
» Esempia (77,99)= 11= 7104 9913 7(7 4 567 99 69+3 567)
In base all'identita risulta che | ¢, b|c, (a,b = calloraab]| cd.

1.8 Algoritmo di Euclide e MCD
Pera b[0Z e, senza inficiare la validita del procedimenta eo> b, ecco come calcolare il MCD

e una coppia di valori per l'identita di Bezout ceétodo delle divisioni successive:
» Esempia (758,242 = 2= 758153 242 1t

~bq + 758= 242013+ 32 2=14- 4[]3,4:18_ 1401=
a=bq+u |, o 307418 | 2=14-(18- 19 03= 1414 18 3)4= 32- 181>
b=ra,+0, | o5 1ame1a | 2=(32- 1? 04- 1813= 32 4 1B 718= 242- 327>

L=T5%Ts | 18- 14m+ 4 2=3204-(242- 3D JOE 3253 242 B2= 78 - 24254
Foa =T0ln *1 14— 4+ 2 2=(758- 242013053 247 &
R i 2 = 758053+ (~166) [242

» Esempia (726,279 = 1E 726112 275 &

PN 2T 2 10 11=77- 2203= 77 ( 99 7Y0 8 77~ 99U+ 77 (B=> 77(4-99(3
1762 9oL 77 11==(176- 9904 9913> 176 4 99 4 99 =3176(4- 9917
- 11= 17604~ (275- 17§ O07= 176[11- 2757

99 = 77U+ 22 11=(78- 27502 U1k 27517 726 14 275 22 206=%11.726- 29275
77=2208c 119706+ (-29) 015
22=1102+ 0 B

Notare come l'identita di Bezout sia stata scetia formacanonicaha+ kbe in forma
non canonicdna— kb, forma che ritroveremo nell’equazione diofantea.

1.9 Equazione diofantea.
In generale e un’equazione di graglm k incognitea coefficienti interidella quale si cercano
soluzioni intere

Per esempio, I'equazione (di Pitagoraxf)+ y* = Z & un’equazione di Diofanto...

Un tipo particolare di equazione diofantea cherggsa questo lavoro e quella lineare in due
incognite, ovvero I'identita di Bezout:

» ax+ ny= b

La ricerca di una coppia di valori per l'identitBezout equivale alla ricerca di una soluzione per
'equazione diofantea corrispondente.

L’argomento e di importanza fondamentale e salagvato nel capitolo &.
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2 CLASSI DI RESTO

2.1 Relazione di congruenza modulo
SenN si definisce “di congruenza modul® una relazione S tale che:

a-b
» a=b(modn) = a- b= ng=——= q qIZ
n
ovvero tale cha eb divisi pern danno lo stesso resto

» a(modn) = b( modn) = r

2.2 Proprieta delle relazioni di congruenza
In linea generale le proprieta seguenti non sowertibili.

Ad esempio, per la 2, s+ ¢ = b+ o(mod n) non & necessariamente vero ehe b(modn).
Ancora, per la 10, sac = bc( mod n) non e necessariamente vero eh= b(mod n).
Sea = b(modn)

1. a° =b"(modn)

2. a+c= b+ o(modn)

3. ac= bo(mod n)
Sea=b(modn), c= d( modn

4. a+c=b+ d(modn)

5. ac= bd(mod n)
Sea=b(modn), d|n

6. a=b(modd)
Sea=b(modn), a= b modn)

7. a=b(mod[n,n])
Sen é primo

8. (a+b)" = (a” + b")(mod n)

Seac= bc(mod n), d= ( G r) prima proprieta di cancellazione del prodotto
9. a=b(modn/d)

Seac=bc(modn) , ( ¢, ) = 1seconda proprieta di cancellazione del prodotto
10. a = b(modn)

2.3 Classe di resto

La relazione di congruenza ci permette di definma classe diesto[r] modulon come insieme

degli interi che danno lo stesso rest&e divisi pein, ovvero che

» b(modn) = r

Pertanto avremo ct’{eb, nOZ : b( mod n) = r} :[ r]

Tale relazione € una relazione di equivalenza dde guindi delle tre proprieta:
1. a= a(mod n) riflessiva

2. b= a(mod n) simmetrica
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3. a=b(modn), b= o modn) = a= ¢ mod) transitiva
Una relazione di congruenza modulaletermina la partizione di in n classi di resto che lo

esauriscono. La compilazione delle classi di resttementare partendo dalla cla€deo dalla
colonna dei primi elementi.

» Esempic con modulon =3 » Esempic con modulon =5
[0]=[... -9, -6,-3,0,3,6, 9]... [0] =]..., -15, -10, -5, 0, 5, 10, 15]...
[1]=[.., -8, -5,-21, 4,7, 10,..] [1] =[..., -14, -9, -41, 6,11, 16, ..]]
2]=1[.., -7, -4,-12,5,8, 11, ..] 2] =1...,-13, -8,-32,7,12,17,..]
» Esempiocon modulan = 4 [381=1...,-12, -7,-23,8, 13,18, ...]
[0]=][...,-12, -8,-4,0,4, 8,12]... [4] =]...,-11, -6,-14,9, 14,19, ..]
[1]=[...,-11 L5 913, ..]

2] =][...,-10, -6, -22, 6, 10, 14, ...]

[38] =[.... -9, 3,7,11, 15, ..]

L'insieme quozienteZ delle classi di restf0], ...[n-1] modulon gode di diverse proprieta.

2.4 Anello delle classi di resto
Le proprieta diZ sono quelle di un anello commutativo con unita:

» Chiusura rispetto all'addizione e alla moltiplicaze
Esistenza dell’elemento neutro rispetto all'addig@ alla moltiplicazione
» Esistenza dell’elemento opposto rispetto all’addhei
» Asssociativita rispetto all'addizione e alla mditpzione
» Distributivita rispetto all’addizione e alla moltigazione
« Commutativita rispetto all’addizione e alla moligaizione
Verifichiamo queste proprieta nelle tabelle seguent

n=3
+ [ [0] ] [1] | [2] « | [0] |[1] | [2]
[0] | [O] | [1] | [2] [0] | [O] | [O] | [O]
[1] | [1] | [2] | [O] [1] [ [O] | [1] | [2]
[2] | [2] | [O] | [1] [2] |[O] | [2] | [1]
n=4
+ [ [0] | [1] | [2] | [3] « [[O] [[1] [[2] |[3]
[0] | [O] | [1] | [2] | [3] [0] [ [O] | [O] | [O] | [O]
[1] | (1] [2] | [3] | [O] [1] [ [O] | [1] | [2] | [3]
[2] | [2] | [3] | [O] | [1] [2] | [O] | [2] | [O] | [2]
[3] | [31][0] | [1] | [2] [3] [ [0] | [3] [ [2] | [1]
n=>5

+ | [0] | [1] [[2] | [3] | [4] « [[O] | [1] [ [2] | [3] |[4]
[0] | [O] | [1] | [2] | [3] | [4] [0] | [O] | [O] | [O] | [O] | [O]
[1] | [1] | [2] | [3] | [4] | [O] [1] | [O] | [2] | [2] | [3] | [4]
[2] | [2] | [3] | [4] | [O] | [1] [2] | [O] | [2] | [4] | [1] | [3]
[3] | [3] | [4] | [O] | [1] | [2] [3] | [O] | [3] | [1] | [4] | [2]
[4] | [4] | [O] | [1] | [2] | 3] [4] | [O] | [4] | [3] | [2] | [1]
Osservando queste tabelle si intuisce che insigndiversi possono non godere delle stesse
proprieta e pertanto conviene dotarci di un paidedinizioni in piu.

2.5 Dominio d’integrita delle classi di resto
E’ dominio d’integritdl un anello commutativo che non abbia divisori dekoo:
alb=0 < aorb=0,ablll
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Dalle tabelle moltiplicative si vede immediatamecite Z ,non € un dominio d’integrita:

[2]EﬁZ]=[0]:%=[2]

mentre lo sond., e Z, .
» Contro Esempio Z,

[0] | [1] 2] | [3] | [4] | [5]]|[6] |[7]

[0] | [0] | [O] |[O] |[O] |[O]|[O]|[O]|[O]

{1} %8} E} E} %2} {4} E} %2} {g Gli elementi diZ _ si calcolano
2 0 ) . X
311 0] 31 18] [ 12 [ 41 [ (7] [ 2] | [5) ”ga/c[‘iloi"la[ffr?ﬂgzﬁnte 9
[41 1701 | [41 | [0] | [4] | {01 | 141 ] [0] | [4] L=l

151 1701 | 5] | 21| 7] | {41 [ 121 [ [6] | 3]

[6] | [O] | [6] | [4]|[2] | [O] |[6]|[4]][2]

[711[0] | [7][[6] (5] |[4][([3]][2]][1]

Riassumendo:

v’ Z_ & dominio d'integrita se & un numero primo.

v sen non & primo, saranno divisori dello zero tuttigémenti diZ_ tali che(r,n) #1
Notiamo infine come essendgl ) =n | sia finito, e poiché un dominio d’integrita finieoun
campo arriviamo agevolmente a parlare di inversi.

Per dimostrare cio € necessario provare 'esistdalt@&lemento neutro moltiplicativo ('unita) e

I'esistenza degli inversi per tutti gli elementildi
Ecco una bella dimostrazioneld\. Herstein

Principio dei cassetti.

Sen oggetti devono essere distribuitinmcassetti e il numero degli oggetti € maggiorewstillp
dei cassetti, allora uno o piu cassetti conterratueo piu oggetti. Chiaramente,rse m ogni
cassetto contiene esattamente un oggetto.

Prova dell’'esistenza dell’elemento neutro.

Sel e finito avra un certo numero di elemertix,,..., X e sea# 0 e uno di questi, anche gli

elementix a, X, g ..., X @ appartengono alde sono in numero .

Se essi sono tutti distinti, per il principio deissetti sono tutti gli elementi i
Ma essi sono tultti distinti.

Se infatti fossexa = x aperi # j allora sarebbéxl - X ) a=0, ed essendbdominio
d’integrita dovrebbe necessariamente esé&lre X, ) =0= x = x contro l'ipotesii # j .

Allora x a, X,4a,..., X @sono tutti gli elementi di che possono essere scritti in tale maniera.
Quindia stesso puo essere scritto in modo analogo, ovaer a= ax,.

Ora, sey = x a & un elemento disarayx, = (xa) x, = x( ax)= x&

Ma questa & proprio la scrittura secondo la quale= 1 e I'elemento neutro moltiplicativo dii

Prova dell'esistenza degli inversi.

Semplicemente, possiamo scrivere I'elemento neagdnee multiplo dia come abbiamo fatto in
precedenza, % ba, il che dimostra chbk é 'inverso dia e viceversa. E poich&é un elemento
qualsiasi di tutti i suoi elementi hanno I'inverso e quindd un campo.
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2.6 Campo delle classi di resto e inversi
Se il modulon & un numero primo, ogni elemento diverso da zenmette l'inverso ed un anello
commutativo con unita con questa proprieta € urpcam

Dato[a] 0Z, se(a,n) =1esiste[a, |07, :[a][a]=[1] ovvero éaa =1(modn).

Cio significa cheaa —1= kn= aa - krF 1, e quest'ultima & un’equazione diofantea che, dats
l'ipotesi, ammette soluzioni ifZ, , delle quali una & senz’alt(@ , k) .

L'inverso di[0] non esiste in quantf0,n) = n# 1.

154

L’esistenza degli inversi conferma I'assenza digdixi dello zero.

Infatti, dati[a],[ b] # O se fosse vero cHea][b] = 0 potremmo scrivere

[a][a][v] =[a][o]=[H =] a][o] =] § =[] il che va contro l'ipotesi.

Concludiamo sottolineando che se la primalita garantisce I'esistenza degli inversi di tutti gli
elementi della classe di resti, non & vero che $®n e primo tali inversi non esistono del tutto.

SeZ_ non e un campo essi esisteranno solo per quegtiegiti dell’anello che non sono divisori

dello zero.
Ma come si calcola un inverso ?

2.7 Calcolo degli inversi nell'anelloZ  delle classi di resto modulm
Se il modulon della classe di resti non e primo, possiamo cateodli inversi solo di quegli
elementi che con sono primi:aa = 1( mod n) it ( a, n) =1

Se aa = 1( modn) allora esiste uk intero per cuiaa =1+ kn. Di qui (a, n) 1= (a, n) =1
Del resto s€(a, n) = 1 si pud scrivere l'identita di Bezoata + ny=1, a, yJZ e da questa la

congruenzaag = 1( mod n) per la qualey € l'inverso dia.

Quindi in generale possiamo ridurre il problemaaddtolo di un inverso alla ricerca della
soluzione(a , y) dell'equazione diofantea

ag +ny=1

ottenuta scrivendo I'identita di Bezout .

Come visto nelléremessegtale soluzione puo essere ricavata con l'algaritinEuclide per
divisioni successive, ottenendo una coppia di valoe non e unica e appartenendo tutte leelle
coppie di valori alla classe di resto inversa clpemanto univocamente determinata.

» Esempio:in Z,, : 117= 5 mod1§

Con I'algoritmo di Euclide troviamo immediatameltdecoppia

(a, =13,y,=-99

come soluzione della diofantea

117a + 16y = 1= 117013 16 95

Quindi 13 & inverso di 117> 117(13= { mod 1}
Ma anche (29,-212) e soluzione cosi come sono isoluzitte le coppie
a, =13+16k,y =-95 11k ,kON

e poiché tutte le, 0[13], questo & I'elemento inverso [B] = [5] 13 =[1]
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Un metodo di calcolo elegante, benche valido selmprimo, € ilpiccoloteorema di Fermaper
arrivare al quale occorre una catena di teofemi
T. di Lagrange— Corollario del T. di Lagrange~ T. di Eulero— Piccolo T. di Fermat

2.7.1 Teorema di Lagrange
Se$§’ & un sottogruppo & di ordine finito,allora «(§’) | - (9).

Dati § di ordinen finito e il suo sottogrupp8’# § di ordinem con elementiz, z,...,Zn, Per un

elementaa; 09, ;008" possiamo sicuramente costruire almeno due laeatii di§’ in G:
21€, 20€,....Zme = 71, Z2,...,Zm

1dq, DpAy,...,Zmd1

Tutti gli elementi dei due laterali sono distintse essi esauriscoballora - (3) = 20(§’) ed il
teorema e dimostrato.

Se cosi non & possiamo iterare il procedimentoaihcheS non sia esaurito (€ un gruppo di
ordine finito) il che avverra per il skeesimo elementa.

A questo punto si ha chd$) =k-(§’) e quindi~(§)| -(9).

2.7.2 Corollario del teorema di Lagrange
Se§ é di ordine finito eal 1§ allora o (a) | o (9).

La dimostrazione & immediata considerando un saftpy ciclico§’ di § generato dail cui
ordine & (a). Pertanto poiché(§’)| () segue che (a)| - (9).

2.7.3 Teorema di Eulero

Se(a,n) =1 allora &a’” =1(modn)

Ricordiamo che la funzione di Eulemb(n) & una funzione moltiplicativa che esprime il nuoner
interi minori din e con esso relativamente primi.

Per il teorema di Lagrange ae& primo com allora appartiene al gruppo moltiplicatizg che ha
ordine¢(n). Per il corollario del teorema di Lagrange |'oedltfia e allora un divisore d;b(n)e

quindi a*” =1(modn) = & = 1 modn).

2.7.4 Piccolo teorema di Fermat
Sen =p e primo si ha un caso particolare del teoremautéra per cui:

a” = a(mod p)
ese(a, p)=1siha
a”" =1(modp)

Si dimostra per induzione.
Come quasi sempre in questo tipo di dimostrazipeeil primo elementaa = 0, il risultato é
owvio. Allora supposto vero per dobbiamo dimostrare che é vero anche per I'eléonsuccessiva

a + 1 Notando che per la propriety{@ +1)" = a” +1”( modp) e cha” = 1( modp), si avra
che(a+1)" =(a+1)(modp) cvd.

Questo teorema di Fermat e déRiocolonon perche di scarsa importanza, ma per distihgdet
popolarissimdJltimo che € ilGrande

Leonardo Caleoni — Qlgebra defle clasoi di zesto 8



2.8 Calcolo degli inversi nel campd. | delle classi di resto modulg
Il piccolo teorema di Fermat ci permette di caloelgli inversi corp primo e &, p) = 1:
« a: ag=1(modp)

- [a]: [a][a]O[1].

Infatti possiamo scrivera”™ = aa”™

? = aa’* =1(mod p dove

"? = a & Tlinverso dia mod.p

« a
. [a”'z} =[a] & linverso d[a] mod.p.

» Esempio: 7=2(mod9y = 7= § modb= & B mod

Quindia=7,a8=7 =3 = 8= 708= 1 mod}

7.80[d. [a]=2[a]=3=[ 20 $=[ 1}

come risulta dalla tabella seguente

[a] =[2] A2 7 2] 7| 12] 17] 22

[ai]:[3] -13| -8 3/ 8| 13| 18| 23

[a][a]0[1] |-156| 566 | 56| 156 306 | 506

» Esempio: 21= 4(mod1) = 2f= 18 modlz= B (3 mody
Quindia=21,a = 2’ = g = 13= 201% { mod);

21°,130[ 13 ,[a] = 4[a] = 13- Pl d=[ |

Come si vede, nei due esempi il Teorema di Eulendezma gli inversi trovati.
Ci sono dei dubbi ?

In ogni caso ricordiamo che dato un grugped un suo sottogrupd®, sea,b0G allora
a=b(mod§’) = ab” 0. Nel secondo esempio §e¢ il gruppo delle classi di resto modulo 17 e

G’ il sottogruppo classe di resto [1], sara esattaenaa - = 1( mod 13 - fa][a 1o

Il fatto che possiamo calcolare gli inversi petitgh elementi diversi da zero dell'insieme
guoziente dellg classi di resto modulp prova che tale insieme € un campo.

2.9 Inversi banali
Capita che per alcurff. = ci siano degli inversi banali, ovvero degli elertiehe sono gli inversi di

se stessi. Per rendersi praticamente conto dedia lnasta osservare la tabellZ..
Ma quando accade cio ?
Ecco alcune evidenze:

« L’inverso e sempre banale quanﬁtﬁﬂ2 =1(modn)

* [1] e[n-1] hanno sempre inversi banali

+ Escludendo [1] e [n-1]Z non ha inversi banali quandaoe primo

All'indirizzo www.4dmatrix.it/mathé disponibile un software gratuito per lo studédial
distribuzione degli inversi banaii.
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3 CONGRUENZE LINEARI

3.1 Equazione diofantea

L’equazione diofantea lineare in due incognite icheressa € la

ax+ny=b

Se(a, n) | b 'equazione & compatibile e una soluzione & data d
kn ka .

x, =—,y,=-—, kOZ, d=(a 1), mentre tutte le soluzioni sono date da
d d

kn a
X, :XO+F, y, = yO—F esedzlovviamentedexj =X, + kn Y= ¥- ke.

Dimostriamolo.

Se(a, n) | b possiamo scriveré come combinazione linearealen, d = ai + bi,, e poichéb e
multiplo did, b = md, il tutto peri ,i,,m 0Z opportuni, potremo moltiplicare la combinazione
lineare pem, md = ajm+ aj m= L, e trovare cosi chéx = im, y= i,m) & una soluzione intera
della diofantea.

Viceversa, se(x, y> € una soluzione intera della diofantea alloralp®it | a, d | b sara

d|ax+ ny= d| L.

Le coppie di valori<x, y> che sono soluzione dell’equazione lineare diofastmo infinite.

Per rendersene conto basta pensare che, geomeniarale equazione rappresenta una retta.

» Esempio: 2x+ 5y =3

(2,5) | 2 quindi 'equazione ha soluzioni.

Una soluzione &-6,3). Poiché(2,5) = 1, tutte le altre soluzioni sono date da
X, =6+ k5, y, = 3- k2, perk intero.

» Esempio: 2x+ 4y =3

Non ha soluzioni perché2,4) 1z

» Esempio: 364x + 124y = ¢

Calcoliamod = (364,124 con Ialgoritmo di Euclide:
364= 12402+ 11

124= 11601 8

116= 814+ 4

8= 4R

d=48

: - 24 k364
Una soluzione &-1, 3); tutte le soluzioni sona = -1+ =-1+k3L,y= 3——= 3 k9
4

4
Il che dimostra che 'equazione data pud essetgtadlla forma9ix + 31y = 4= ( 91,3) = .

Possiamo scrivere un’equazione diofantea anchearfarmanon canonicaformache verra utile
nel paragrafo successivo:

» Esempio: 2x -5y =3

Se il criterio di compatibilita e il numero dellelszioni non dipendono dal segno dei coefficienti,
la forma ne dipende. Infatti, se una soluzior{e-8,—-3), tutte le soluzioni

sonox; =6+ k5, y, = -3+ k2, perk intero.
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3.2 Definizione di congruenza lineare
Una congruenza lineare e una relazione di congeugnimcognitax del tipo:
3.2.1ax = b(modn)
Le domande su tale congruenza lineare sono:
* Ammette soluzioni ?
* Se si, di che forma sono e quante sono ?
* Diesse, quante sono non congruenti tra di loro ?
» Come si calcolano ?
Iniziamo col dire che tali soluzioni, se esistosono anche soluzioni dell’'equazione
3.2.2ax+ny=Db
Infatti dalla relazione di congruenza 3.2.1 abbiathe

ax—->b

3.2.3 —y=ax—-ny=h yIZ

n
Poiche delle soluziorﬁ XY, > di questa diofantea ci interessano solo i valeliiidcognitax,
possiamo tranquillamente scrivere la 3.2.3 rneltena canonice3.2.2 a prescindere dal segngydi

3.3 Compatibilita, soluzioni fondamentali e classili congruenza

Poiché per la congruenza lineare 3.2.1 si parkmldizioni intere esse saranno, se esistono, anche
soluzioni dell’equazione 3.2.2, la quale essendoedficienti interi e soluzioni intere abbiamo wast
essere un’equazione diofantea lineare in due intogrey.

Quindi il criterio di compatibilita perla 3.2.1 e

3.3.1(a, n) | b oil caso particolaréa, n) =1

Prima di procedere esaminiamo alcune definizioni.

Soluzioni fondamentali di una congruenza lineare: tutte le soluzionialetingruenza lineare per
intero<n.

Classi di congruenza: sono individuate dalle soluzioni fondamentaloe le classi di resto
modulon i cui elementi sono tutti soluzioridella congruenza lineare. E poiché le classi dores
sonon, tale e il numero massimo di soluzioni fondamérm@anprese tra 0 e-1.

Soluzione unica: la classe di congruenza i cui elementi sono ittele le soluzion della
congruenza lineare.

d Soluzioni: le (a, n) classi di congruenza i cui elementi sono tuttele & soluzionk della
congruenza lineare.
Se il criterio di compatibilita éa, n) =1, la soluzione e unica, una sola classe di congauen

Se il criterio di compatibilita & = (a, n) | b, le soluzioni sono in numero diclassi di congruenza
comprese tra 0e-1.
» Esempio con soluzione unica3x = 2( mod4) = 3x+ 4y= 2

Poiché(3,4) = 1, 1| ¢ la soluzione sarénica modula = 2. Infatti per I'equazione diofantea, con

X intero da 0 a 3, solo p&r= 2 si ha una soluzione intera ez quindi la soluzione della
congruenza lineare € la classe di resto [2] modutvvero tutti gli elementi di questa classe:
...,-10, -6, -2, 2, 6, 10,...

sono soluzioni della congruenza lineare e consegmemte le soluzior{x, y) della diofantea

sonof...,..) (10,8 (- 6,5 (- 2,2(, 2)1(, 6,)4, 10)% , ..,

» Esempio senza soluzioni2x = 3( mod4) = 2x+ 4y= G
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Applicando il criterio di compatibilita scopriaméenon esistono soluzigninfatti si ha che
(2,4)=2/ =

» Esempio cond soluzioni 6x =2(mod4 = &+ 4= !

Qui abbiamo chal = (6,4) = 2, 2+ quindi le soluzioni saranno in numero di due.
Calcoleremo le soluzioni di questo esempio nelgrarfa 3.5.

3.4 Forma delle soluzioni
Abbiamo affermato che ogni soluzione di una congradineare che abbia soluzioni & soluzione
dell’equazione diofantea corrispondente e quindiletipo:

34.1 +krl
ALX +—
d

dovex, & una soluziones 7Z e (a,n) #1=d, d|h. Ora dobbiamo dimostrarlo.

Che 3.4.1 sia effettivamente una soluzione é ewdéal fatto che

a(>$+(:nn)j:a>%i k[al]: bt mi

Ma tutte le altre soluzioni che forma hanno ? lessa ? Si, infatti dattuesoluzioni
ax = b+ pn
ax = b+ gn

sottraendo e dividendo péisi avra

~(=x)=(p- 9

an
ovvero, dal momento cr(eg d) 1 e che qumdlg 1(x —x):

kn .
X =X +—..et voila !
d

3.5 Soluzioni non congruenti e congruenti: calcolo
Continuiamo nel nostro percorso dimostrando clemlezioninon congruentmodulon tra loro

sono in numero di = (& n) e che quindi, come gia detto, dex, n) = 1 la soluzione & unica.
Secondo il risultato del paragrafo precedente ekpex 0, 1, (d - ]) si dimostra che le sole
soluzioni non congrue sono

Kn kn K. "

+—= X +—= +
% % q X q
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Supponiamo per assurdo di avere due soluzioni cengjrtra loro modulm:
kn

X, +—
d

Applicando la proprieta di cancellazione del prodabn cambio di modulo si avrebbe

k.n
= x +——(modn) , k ,k 0Z O<k <k <d-1
d

M=M = K = A = k =
. d(modn) k =k mod% k = k ( modd)

il che e appunto assurdo perdd& k, —k < d.

Ora sappiamguantesono le soluzioni non congruenti. Sappiamo amglai sono ?

Si, lo sappiamo. Sono esattamente i pdrmiteri positivi della classe di congruenza ridotta

E lesoluzioni congruent? Sono tutte le altre, infinite quindi, e ciascuinasse e congruente ad una
delle soluzioni di cui sopra.

»Esempia 6x = 2(mod4 = &+ 4= !
Qui abbiamo chel = (6,4) = 2, 2|+ quindi le soluzioni non congruenti fra loro moaldl
saranno in numero di due.

4
Poichex, =1 e una soluzione, l'altra sara, +— = 3; infatti 3 # 1(mod4 , # § mod}.
2

Le classi di congruenza modulo 4 saranno quindi:

[1] =...-17,-13, -9, -5, -11, 5, 9, 13, 17,...

[3] = ...,-19, -15, -11, -7, -8, 7, 11, 15, 19

Ora, ricordando la proprieta (9) secondo la qualac= bc(mod n), d:( G r) allora e

as b(mod n/ d) , calcoliamo la congruenza ridotta e la sua cldssengruenza:

4
3[R= 1[2( modg): E { mod)

Allora le soluzioni non congruenti tra loro moddi@ono i primi d = 2 elementi positivi della classe
di congruenza [1] modulo 2, ovverb; 3, 5, 7,...
Tutti gli altri elementi sono congruenti modulodncuna delle soluzioni non congruenti.

»Esempia 21x = 6( mod1§ = 2%+ 1§=

(21,15 = 3, 3|1 quindi le soluzioni sono 3. Vedremo che sono[73], [17].
Riduciamo la congruenza con cambio di modulo:

37 = BDZ( mod1—5):> %= % mod}

3
La classe di congruenza e quindi [2] modulo 5 solezioni non congruenti tra loro modulo 15
saranno S = (7, 12, 17), ovvero i primi tre elempasitivi di questa classe.
Tutti gli altri elementi della classe di congrued2] - S} sono congrui modulo 15 con uno degli

elementi di S:37 = 7( mod 13 ecc.

3.6 Riduzione del modulo

Se il modulo € un numero grande non primo esscepsere fattorizzato e la congruenza lineare
puo essere decomposta in un sistema di congruierezgilmodulo i fattori del modulo fattorizzato,
sistema la cui soluzione sara soluzione contempardntutte le congruenze lineari che lo
compongono e quindi della congruenza lineare aaigin
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3x = 11( mod 29
3x=11 mod2275= 2275 ‘1@ 134 xE= (1 mod’

3x =11 mod13
La soluzione dei sistemi di congruenze linearigoarento del prossimo capitoio

4 SISTEMI DI CONGRUENZE LINEARI

Ci siamo posti il problema di trovare le soluzidnuna congruenza lineare, ovvero tutti quegli
interi x che verificano una congruenza del tigo= b( mod n) , € lo abbiamo risolto.

Ora potremmo chiederci se esistono degli intarie verificano unaeriedi congruenze di questo
tipo. Ovvero, se esistono soluzioni a sistemi ighel t

(a,x= b (modn)
Jax=t(moan)

a x=h (modn )
Per arrivare alla soluzione di questo sistema possiservirci di un suo caso particolare ponendo
a,a,,..,a =1, ossia defTeorema Cinese dei Resti.

4.1 Teorema cinese dei resti

(x=1(modn)
X =D, (mod

Un sistemay :{ ) ha soluzione se e solo éei N, ) |b-b
| X = bm(modnm)

Dimostriamone il criterio di compatibilita, la foare il numero delle soluzioni, e quindi troviamo
una procedura di calcolo delle medesime.

4.1.1 Compatibilita
Partiamo da un sistema molto semplice di due camg®i lineari:

x=h (modn) {x= Q- ny
{XEbz(modnz): Xx=h-ny

che ovviamente ammette soluzioni se ciascuna egua¥ammette, ovvero, in base al criterio di
compatibilita 3.3.1, se e solo se| b, n, | b,

Dal sistema di diofantee possiamo ricavare peratine I'uguaglianza
b-ny=b-ny=h-0B=ny- 9y

ovvero un'equazione diofantea con incognytey, .

Sempre in base al criterio 3.3.1 questa equazi@oengatibile se e solo se

(n.n)1g-b= g=h(mod(n,n))

E’ owvio che se(n, n,) =1 sara sempre vero cf@,n,) | b - b
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E’ quindi evidente che un sistemardicongruenze lineari avra soluzioni se i critercdinpatibilita
saranno verificati per tutte le coppie di congrelizeari, e pertanto potremo scrivere i due driter
di compatibilita:

A) (n,n)|b - b, criterio generale

B) (nl, n2) =1, criterio standard

In buona sostanza, se e verificBtd sistema é sicuramente compatibile.
SeB non e verificato bisogna controlla#eprima di concludere che il sistema non ammette
soluzioni.

» Esempio 1:

X = 7 mod 9 -~ o

= (9,5) =1 |( 7- 3; B e verificato e quindi lo e anche A
X = 3 mod 5
» Esempio 2:

{x = 6 mod 22

= (22,12) = 2|( 6- 2; B non é verificato ma lo &
X =2 mod 12

» Esempio 3:

X =15 mod 14 o o
= (14, 4) = 2/|( 15- 3; B ed A non verificati, sistema non compatibile.
X = 2 mod 4

Ora ci dobbiamo preoccupare di sapere quante feediocma sono le soluzioni.

4.1.2 Soluzioni
> B)
Se e valido il criterio di compatibilitstandardallora la soluzione € unica modulo il prodotto dei

k
moduli x = x, (modN) , N= []n edédeltipo

j=1

k
41.21x=) bwN

i=1

dove si haNJ_ :nﬁ, il suo inverscwj :(Nj)_1 = W DN El(modrjl) ed é(Nj,nj ) =1.

]

Se é(Nj n ) =1 (B), possiamo scrivere un’identita di BezoutN, + g n =1 dalla quale risulta
chew N =1(modn ) ovvero chew & l'nverso diN.. Ma allora possiamo scrivere che

bw N, +bw N, +..+ by N= Hmod p

e quindi una soluzione del sistema sara

x=BWN+BwWN+..+ bwN

Inoltre, sex & un’altra soluzione del sistema, allarg x— X e quindix — X & divisibile pem.
La soluzione del sistema e dunque unica moblulo

{x 7 mod 9
=N =5N=9,w=2,w= /¢
X 3 mod 5
Si trovano gli inversi con un semplice calcolo ttwes quindi, con la 4.1.2.1, la soluzione che é:
X =7[R20b+ 30409= 17¢
Ma in realta questa € salma molteplicitadella soluzione unica la cui forma generale é:
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x=43+ k45, k0Z = ... 2, 43, 88, 133, 178
Infatti, poiche la soluzione & unica modulo il pottd dei moduli, sara
178( mod4) = 43> 17& 43 mod ¥

e di qui la forma generale della soluzione.

Riflettete sul fatto che la forma generale dellsione del sistema soddisfacendo
contemporaneamente ciascuna delle congruenzeilgoetisfa anche le equazioni diofantee
corrispondenti.

In 3.4 abbiamo visto che un’equazione diofara@a ny= b ha soluzione

N kn ka
X =% +—,y =y -——
Nel nostro esempio la forma generale della diotagte+ ny=h d=1 e la soluzione &
X = X, + kn, ovvero esattamente la forma generale trovatd pestro esempio.

Infatti, avremmo potuto anche procedere diversaeeetrcando le soluzioni del corrispondente
sistema di diofantee

X=7-Y9
{x =3-Yy,5
dal quale otteniamo I'equazione diofantea
7-Y,9=3-Yy,5= Yy, 9y, 5= ¢
per la quale c'é sicuramente una soluzi¢hd) , mentre tutte le altre sono date da
y, =1-k5, y, = 1- k¢
Allora la soluzione del sistema di congruenze linsara
x=-2+k45= -2( mod4§ = 43> x= 43 k 4
Questa procedura sara quella che dovremo adoghoaso seguente.

> A)
Se e valido il criteriggeneraledi compatibilita ma non quellstandard la soluzione € sempre unica

ma & modulo il mcm dei moduM :[nl,...,nI NN

Si tratta di una generalizzazione del criterioIBjatti basta tenere presente che il mcm e dato d

Nt N e che se é valido il criterio di compatibilita 8y =1.

(nl,nz,...,rL) ) d

» Soluzione dell'esempio 2:

{x = 6 mod 22 {x=6—22y1

= —[22,19 = 13:

X =2 mod 12 X= 2 13
Essendd22,12) # 1non possiamo adoperare la 4.1.2.1. Per rendecsene basta osservare che
(N,,n)#1, (N,,n)# 1e che quindi non esistono inversi.
Allora procediamo ricavando dal sistema I'equazidizéantea:
22y, =12y, = 4
che avra sicuramente la soluziof# 7). Tutte le altre saranno date da:
y,=4-k12,y, = 7- k2
quindi la soluzione unica del sistema sara data da:
x=6-22(4-k1)= 2 1§ 7k 2p=- 82 k 264 - &2 modlB2 S0x= Bk
E’ evidente a questo punto che un sistema
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x=h (modn)
x=t (modn)
x=b,(modn)
(x=1 (modn )
avra soluzioni sempre alle stesse condizioni, avege B) o A) siano verificati per ogni coppj
di equazioni.

Infatti poiche i criteri di compatibilita devonosse verificatsolo per coppiali congruenze
lineari, dimostrazioni e procedimenti di calcoldigiaper sistemi a due congruenze lineari sono
validi anche per sistemikacongruenze lineari i quali avranno per soluziasedluzioni di sistemi
ridotti formati da una coppia qualsiasi di congrzeetineari.

4.2 Sistemi di congruenze lineari ad una incognita
Possiamo generalizzare i risultati ottenuti coteéeta cinese dei resti per risolvere un sistema di
congruenze lineari ad una incognita

(ax=1(modn)
a,x= b, (modn)
la_ x=b (modn )

e dimostrare che se e valido il criterio di comipifita B) la soluzione e esattamente la 4.1.2.1.
Infatti, se gli interix , x,,...,X sono le soluzioni di ciascuna congruenza linearegro se e

N
ax =b (modr}), postoN =n [h [.[nh eN, :n— avremo che(Nj,nj):l

]
Quindi possiamo trovare degli inten taliche N w = 1( modn ) .
La soluzione del sistema sara pertanto unica gmtel

m
x=2,xwN
j=1

che é esattamente la 4.1.2.1.
Ci sono dubbi ?
Se e valido il criterio di compatibilitd Bandardallora e valido anche il Agenerale ovvero

dj = (aj N ) | t? . Allora possiamo riscrivere il sistema dividends pij
ax= bl (mod nl)

aIZXE b2 (mOdnz) dOVealj :Z_ e(a;,n;)=1

]

a,x= b'm (mod n'm)

Ma allora il sistema avra una soluzione un’uj:émod njf ) e potra essere scritto come
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e

X = cl(modri)
X = cz(modn'z)

X=C (modh )
m m
e quindi potremo risolverlo col teorema cineserdsii che come soluzione prevede la 4.1.2.1.

» Esempio
2x = 3( mod?7)
3x = 4(mod9

5x = 46( mod 5)
La condizione di compatibilita e rispettata, quis@dimo certi che il sistema avra soluzioni.
Ora possiamo trovare una soluzione a ciascuna genga lineare:

X =5, x,=3, x = 5(
Quindi poniamo
N =70bbl= 1785

1785 1785 1785
=——=255N =——=357,N,=——= 3
7 51

5
Ora vediamo che éNj n ) =1le quindi possiamo trovare tre inten talicheN m = 1( modn )

Tali interi sono 5, 3, 35.
La soluzione & pertants(255005+ 3135713 50 35 35 70838 1423 modl).m
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