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1. DEFINIZIONI

Sel € un intervallo della retta reale, unarva € un’applicazione continua ;1 — R"
rappresentata parametricamente dalle componenti:

o
< =a 1)

Essa e pertanto una funziom(t) di variabile reale a valori vettoriali.

Il codominio a(1)di a(t) & dettosostegno della curvaed & da essa distinto: infatti la curva &

una funzione mentre il suo sostegno e un grafico.
Nell’esercizio (2.3) la curva € il tratto di parddcompreso neII’intervaIIt[)—l,]] . Potremmo pero

considerare una curva costituita dallo stessamtdhitparabola ma neII’intervaII[jL,—]] ; tale curva

e diversa dalla prima (perché percorsa in senstarima questa) ma ha lo stesso sostegno.
Ugualmente, se nell’es. (4.1) estendiamo il camp@dazione del parametr@<t < 477, il
sostegno sara sempre una circonferenza e la coevainconferenza percorsa due volte anziché
una.

L’ordine degli estremi dell'intervallo di definizie stabilisce quindi Nersodi percorrenza della
curva.

Possiamo riunire la curva e I'ordine dei suoi esireell’unica definizione diraiettoria che
utilizzeremo quando occorrera.

Un campo vettorialee una funzione di variabile vettoriale a valoritogali.

La funzione continua e definita i (1)

fla(t)]
sara pertanto un campo vettoriale.
Consideriamo il prodotto scalare

fla(t)]e ()

Si definisceintegrale curvilineo di f daa ab lungo a(t) la seguente scrittura

(1.1)T fda = T fla(t)]@(t)dt

L’ordine degli estremi dell'intervallo di definizie stabilisce quindi oltre al verso di percorrenza
della curva anche lerso di integrazionedell'integrale curvilineo (cfr. es. (2.4)).
Se f eda sono espresse mediante le loro componenti la divéhta
b b
(1.2)j f, (x, y)dx +_[ f, (x,y)dy in uno spazio bidimensionale
a

a

b
f,(xy,z)dy +J' f4(x,y,z)dz in uno spazio tridimensionale

a

(1.3)? f,(x y,z)dx+

D —— T



n b
(1.4)2] f (X, %,,....%, ) dX, in uno spazim-dimensionale

k=1%
dove x, =a,(t),x, = a,(t),...x, =a, (t)

Sea(t) & una curva aperfa,b| l'integrale puo dirsii linea; sea(t) & una curva chiuska, a
esso puo dirgii contorno (o anchecircuitazione).

2. ESERCIZI PARTENDO DAL CAMPO VETTORIALE

La scaletta da seguire nel calcolo € la seguente:
1. Scrivere le equazioni parametriche della curvgoaehmetrd

Determinare i valori del parametro agli estremi’teérvallo [a,b]
Scrivere la funzione a valori vettoriati(t)
Scrivere il campo vettoriale| a (t) |

Calcolare la derivata'(t)

o 0 A~ w N

Eseguire il prodotto scalaré[ a(t) | [&'(t)

7. Calcolare I'integrale di linea nel verso d’intega®e a,b
Talvolta la curva € gia fornita in equazioni parémche con o senza intervallo di variazione del
parametrd. Se gli estremi di tale intervallo non sono faregsi vanno ricavati dalle equazioni
parametriche e dagli estremi della traiettoria.

(2.1)» Ricavare I'integrale di linea e calcolarlo
« Campo vettorialef (x,y) = \/—I + (x + y)
e Curvay=x
 Coordinate degli estremi dell'intervali®, 0) ;(1,9
La curva e una retta passante per l'origine intdirth 45° gradi con gli assi.

Le sue equazioni parametriche sono pert%gto
da cui si deduce che agli estremi dell'intervallparametra assume i vanr(O,l) .
La funzione a valori vettoriali sara

a(t) =ti +1j

da cui il campo vettoriale relativo ami(t)

fla )] =+t + (3 +t) |

derivandoa (t)

a(t)=i+]

ora possiamo calcolare il prodotto scalare

f[a(t)]m(t) [\/_|+t3+t ][QH]) \ﬂ+t3+t

da cui l'integrale di Ilnea pdrche variada 0 a 1
1 2 4 2
J'(\[+t3+tj t_| 2t—+t—+t— %+

1 1 17
—_t—=—
4 2 1z



(2.2)» Ricavare l'integrale di linea e calcolarlo
« Campo vettorialef (x,y,z) = i + 3zy%j - x"yk
« Lacurva é unaretta passante per i p(@t0,0 { 3,2,}

e Gli estremi dell'intervallo sono definiti dalle cabnate dei due punti
Le equazioni parametriche della retta per i dudimomo

Xx=3
=>y=2t

|
—+

z=t

RINN|[<Ww]|Xx

I
(o d

da cui si deduce che agli estremi dell'intervallparametra assume i valor(l, O) .
La funzione a valori vettoriali sara

a(t) =3t + 2 +tk

scriviamo il campo vettoriale per (t)

fla(t)]=27% +12%) - 18%

deriviamoa (t)

a'(t)=3i+2j+k

calcoliamo il prodotto scalare

fla(t)|@(t) =(27%+12%-18%) [ 8+ J+k)= &+ 2#4- 18= 87

da cui l'integrale di linea per l'intervallft, 0)

0
[87t°dt = 87
) 4

(2.3)» Ricavare l'integrale di linea e calcolarlo
e Campo vettorialef (x, y) = (x2 - 2xy)i + (y2 - 2xy) |
e Curvay=x

« Coordinate degli estremi dellintervalie-1,1) ;(1,)
La curva e una parabola con il vertice nell'origiasse I'asse delle concavita superiore.

Le sue equazioni parametriche sono dur%ye_t

da cui si deduce che agli estremi dell'intervallparametra assume i valor(—l,l) .

La funzione a valori vettoriali, la sua derivaté elativo campo vettoriale saranno
(t) =ti +1°]

a' t) =i+ 2

fla(t)]=(" -2°)i+(t" - 2°) |

Calcoliamo il prodotto scalare

fla(t) @ (t)=[( -2°)i+ (- 2°) )i+ 2) =t*- 2°+ 2°- 2

e quindi I'integrale di linea ihper-1<t<1

2



}(t2—2t3+2ts—44)dt=‘lt3—t4+t—4t5=(1—1+1—4]—[—1—1+1+3:—1‘
21 23 2 3 5 3 2 3 5 3 2 3 1

(2.4)» Calcolare l'integrale di linea lungo la semieléssuperiore centrata sull’origine.
e Campo vettorialg?i + x° |
« Curvax=acos(t) y =b sirt)

e Intervallo 7<t<0
In questo caso abbiamo gia le equazioni parametigoh I'intervallo di variazione del parametro.

a(t) =acos(t)i +b sirt) j

f[a(t)]=bsin*(t)i +a®cog(t) |

Deriviamo a (t)

a'(t) = -asin(t)i +b cogt) j

Eseguiamo il prodotto scalare

fla(t)]@(t)= [bz sin®(t) +a?* co (t)] J-a sift)+b coft)|=-ab® sit{t)+ah cdft)
ed infine I'integrale di linea tenendo conto chedtso d’integrazione € orario

Jq[—ab2 sin®(t) +a% co§(t)]dt =

m

|0—ab2 sin® (t) cogt) 2co$t)}+a2b[ sift) céﬁt)+ 24it) :4ab2

i 3 3 3 3 3

Si verifica facilmente che invertendo il verso dégrazione l'integrale di linea cambia soltanto il
segno

f . 4ab?
j[—ab2 sin®(t) +a’p co§(t)]dt =-

0

3 ESERCIZI PARTENDO DALL’INTEGRALE

Spesso l'integrale da calcolare viene fornito timaente in forma esplicita con le formule (1.2)
(1.3),(1.4). La scaletta da seguire nei calcolam® la stessa.

(3.1) »Calcolare I'integrale di linea

2m

j (2a-y)dx+ xdy
0

lungo la curva

x=alt-sin(t
O) . osts2r
y=a(l- coit))

Le equazioni parametriche ci dicono che la curuaacicloide sviluppata sull'asse positivo delle
x da una circonferenza di ragg gli estremi d’integrazione che la traiettorisio primo

arco.
Deriviamo le equazioni parametriche

dx = a(1- cogt))dt
dy = asin(t) dt
Applichiamo la (1.2)



2m

J;[Za—a(l— cos(t))]a(l— coét))dt+1”[a(t— siﬁ))}a sift) dt =

{[az ~a’cos’(t) |dt + Zf[azt sin(t) -a? sirf(t) |dt =

o Sl ood) st i ot

0 2

2 2
—t+| a’sin(t) - a’ co{t) -— + a’sin(t) coqt) _
2 0 2 2

2
|”a2 sin(t)-a’t co{t) =-a* 2r
0

(3.2)» Calcolare l'integrale di linea

J'(y— z)dx+(z-x)dy +(x-y)dz
C
lungo la traiettoria

x = acog(t

y = asin(t O<t< 27

z=Dht

La curva e una spira di elica cilindrica di raggie passd. Deriviamo le equazioni parametriche
dx = —asin(t) dt

dy = acos(t)dt

dz = bdt
Applichiamo la (1.2)
{(asin(t)—bt)(—asin(t))dt+{(bt—a co:{t))a coft) dt + {(a cqs) -a s(n))bdt =

2f(—a2 sin’ (t) + abt sin(t)) t + 2f(abt cogt) -a? cod(t))dt + ln(ab cds)-ab  sfn))dt =
|2”_a_2t N a’sin(t) coqt)

+absin(t) — abt cogt) +

o 2 2

T 2 qi 2
|2 abcos(t) + abt sir(t)—a sin(t) cogt) _at,
0 2 2
2
| absin(t) +abcoqt) =

0

2
| —a’t+2abcogt)+ Zb sift)-abt coft)+abt sift)=-a® 2+ @-ab 72- ab=- az(a+b)

0

4 ESERCIZI SUL CAMMINO D’INTEGRAZIONE

(4.1)» Calcolare I'integrale di contorno
gﬁ(x+ y)dx—(x-y)dy

z X2 + y2

lungo la circonferenza

X2 + y2 — a2




percorsa una volta in senso antiorario e una wols&nso orario.
La notazione precedente equivale rispettivamente a

ZJ-”(x+y)dx—(x—y)dy J‘l(x+y)dx—(x—y)dy

g X2 + y2 ! 5 X2 + y2

Utilizziamo le equazioni parametriche della circeneihza
x = acos(t)

{y =asin(t)

Deriviamo

dx = —asin(t)dt

dy = acos(t)dt

Impostiamo l'integrale per il calcolo

2 T(acost +a siry)(-a sif) (= of)-a sfy)(a cqs)]e

2r 2m

J;[—cos(t) sin(t) - sif(t) - cod(t)+ sift) cés)]dtz J;[— din- 8ct§dt:
-

Pertanto avremo:

—271 per la traiettoria antioraria

277 per la traiettoria oraria

Dal che si deduce che invertendo la traiettorigdgrale curvilineo cambia di segno.

(4.2)» Calcolare lungo la stessa circonferenza l'integdaleontorno
SB y2dx + 2xydy

C
Eseguendo i calcoli avremo

1”[—a3 sin® (t) +2a° sir‘(t) co$ (t)]dt
|2”a3 sin’ (t) cogt) .\ 2coft) _cost _
0 3 3 3

271 13

|0%cos(t)[siﬁ(t)— cod(t) + }z=|2:a—33 ods) 4 20bf)+ |2

| a:‘Jcos(t)—:—zga3 cos(t)= 0

0

E’ ovvio che se invertiamo il cammino d’integrazeéofintegrale curvilineo vale ancora zero:
0 2
| a’cos(t) —:—ga3 cod(t) = (

2

Ora osserviamo che la funzione integrandedx + 2xydy & un differenziale esatto

dy® _ d2xy _

— 2
dy dx y



Allora se il cammino d’integrazione € chiuso edaZione integranda e un differenziale esatto,
I'integrale curvilineo vale sempre zero.

Se il cammino d’integrazione € chiuso e la funzioriegranda non € un differenziale esatto,
I'integrale curvilineo puod essere diverso da zefa prec. (4.1)) o zero.

Pertanto € buona norma controllare sempre se ladin@ integranda e un differenziale esatto
prima di procedere all'integrazione.

(4.3)» Calcolare I'integrale di linea
j(2xy— y* + 3) dx+(x2 - 4xy3)dy
C

lungo la traiettorig1,0) (2,0 { 2,).
Le equazioni parametriche del primo traf1o0) ;( 2,0 sono

{th 1<t<?
y=0

deriviamo

dx = dt

dy=0

e scriviamo l'integrale curvilineo del primo tratto

2
j 3dt
1

Per il secondo tratt2,0) ;( 2,) abbiamo

{Xzz 0<t<1
y=t

dx=0

dy = dt

1

j(4—8t3)dt

0
Ora componiamo l'integrale curvilineo per l'intdraiettoria

fsdt+j(4— a&°)dt
1 0

e risolviamolo
4

|23t+|14t—8t—:3+ 2=t
1 0 4

Ora invertiamo la traiettoria e ricalcoliamo I'igtale curvilineo
0

1
[(4-8a°)dt+ [ ax
1 2
0 8t4 1
| 4t-—+| 3=-2-3=-5
1 4 2
Come ci aspettavamo invertendo la traiettoria canilsiegno dell'integrale curvilineo.
Ora calcoliamo tale integrale lungo la traiettof1z0) ;( 2,1
La curva € una retta inclinata di 45° con I'asskedeche viene da essa intercettata nel punto

(1,0).



Le equazioni parametriche di tale retta sono
Xx=t+1

{ O<t<1
y=t

deriviamo

dx = dt

dy = dt
Scriviamo l'integrale di linea e risolviamolo

H(z(tﬂ)t—t4 + 3)+((t+ ) - 4+ )tﬂdt
(2t2+2:—t4+3+t2+1+ 2- 4%- 43)dt=Jl'(— 5'- 4%+ 8%+ o+ )t!dt
0

-t*—t*+t3+ 2%+ 4 =5

o Tk OY——pr O

Anche in questo caso € evidente che invertendaikettioria I'integrale curvilineo cambia segno.
Ora vogliamo controllare se la funzione integraadm differenziale esatto:
4
297y 3o 4y®
dy
2 3
ﬂ =2X— 4y3
dx
Poiché lo é possiamo affermare che l'integraleiineo di un differenziale esatto € indipendente
dalla traiettoria scelta mentre dipende dai sutbees e dal suo verso.
La logica conseguenza & che dovendo eseguiredtiaiie curvilineo di un differenziale esatto
possiamo scegliere la traiettoria che comportadciotigpiu semplici.
Pertanto anche per integrali di linea e bene ctateosempre se la funzione integranda e un
differenziale esatto prima di procedere all'intepae.

5 CALCOLO DI AREE PIANE

(5.1)» Calcolare lungo la circonferenza (4.1) e lungdi$se (2.4) l'integrale di contorno
1
ng xdy — ydx

La funzione integranda non € un differenziale esatfuindi I'integrale di contorno non é
necessariamente uguale a zero. Eseguiamo i sergliali ed otteniamo

a_;zf[cosz ()+ s (=2 = e

ovvero l'area del cerchio di raggao

L’integrale curvilineo proposto € dunque alternatall’integrale di campo per il calcolo dell’area
di una qualunque superficie piana.

E’ immediato verificare che la superficie dell'sBe valeabsr ed € appena il caso di notare come
l'integrale curvilineo

@ xdy — ydx
C
valga il doppio dell’area delimitata dalla curva..

(5.2)» Calcolare la superficie dell'asteroide



x =acos (t) 0<t< o
y=asin*(t)

dx = -3acos (t) sir(t)dt
dy = 3asir? (t) cogt) dt

12]”[36‘2 sin? (1) cod (t) + &% sif(t) co¥t)]et

_J'[sm t) cos (t (S|r’r(t)+ coé(t))}dt:%j: sif(t) cdt)dt
3a’ |2”S|n( ) codt)  sirft) co¥t) L%

2 8 4 8 8

(5.3)» Calcolare I'area della cardioide

{x a(2cogt) - co§ )
a(2sin(t) - sin( 2))
(-
(

O<t<or
=a(-2sin(t) + 2sir( 2))

dy = a(2cogt) - 2coé Q)
_I ?[(2coqt) - co$ B)( 2cds)~ 2cstR-( 24—  bim)d- s Lsi) Rt

_227T|:4CO§() 4coft) costd- 2cfy dos)2 2%()3)-th
4sir? (t) - 4sin(t) sif 2)- 2sift) sipt2+ 25 tp

2271

—I[G 6coqt) cof B~ 6sift) s{ntPdt

Appllchlamo le formule di duplicazione per semigre I'integrale
3a’ J' dt - BaZJ'[cos(t)( cod(t) - sih(t)) + sift)( s{n) c()ts))}dt = a%J' dt - a%j cd) dit

22 |27T _sin(t )co§( )+ 2sift)
0 3
(5. 4)> Calcolare I'area dell'arco della cicloide (3.1)

_I[ a(t-sin(t))asin(t) -a( 1~ coft))a( + cd))|dt=

—ZZJ'”[tsm (t) = sirf (t) - 1= cod(t)+ 2cdg)]dt =

2271

—J'[tsm )+ 2coft) - 2t

= 6a’r

2

?|O sin(t) -t cogt) + 2sirft) - Q:a_z(_ 7- #)=-a’ B

Invertendo il verso d’integrazione otteniamo |'acescata.



6 CALCOLO DI LUNGHEZZE

Possiamo utilizzare gli integrali di linea per acdéze la lunghezza di un arco di curva nel piano o
nello spazio.

(6.1)» Calcolare gli integrali di linea

e o f o]

lungo la diagonale di un quadrato di lato unitayie x da(0,0) a (1,1).
Le equazioni parametriche e le loro derivate sono

Xx=t dx=dt
{y =t dy=dt
Eseguiamo i calcoli

(a7 p
[ (V2)i=v2

Si verifica immediatamente che l'integrale cunamn

(2T b

fornisce lo stesso risultato.

O<t<1

(6.2)» Calcolare I'integrale di contorno

§[2) (2 |

lungo la circonferenza di ragga
x=acog(t) dx=-asin(t)dt
y=asin(t) dy=acos(t)dt

<t< 27

j [a\/sm ) + co (t )J

2m

| at=a2m

0

Pertanto l'integrale di linea proposto in questereio, al pari dei due proposti nell’esercizio
precedente, e utile per il calcolo della lunghedizana curva piana secondo l'uguaglianza:

(] e () g (2T

(6.3)» Calcolare la lunghezza della diagonale del cubo.
Estendendo la (6.2) allo spazio tridimensionale el calcolare I'integrale di linea




e[ (2]

Consideriamo un cubo di spigolo unitario con urtigemell’origine degli assi ed orientato
secondo essi. Le equazioni parametriche della delgsaranno

X=t

y=t 0<t<l1

z=t

j[\/u 1+ 1] dx

0
| x3=3
0

Si verifica immediatamente che lo stesso risuléatattiene con un’estensione allo spazio
tridimensionale della (6.1)
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