INTEGRALI CURVILINEI 2

L unghezze di curve note
di Leonardo Calconi
Pubblicato il 04.03.09

4a
(1.1)» STROFOIDE Cg; =ﬁ £
Calcolare la lunghezza del cappio di strofoide rdedit diametraa di
eguazione
3ay” = x(x - a)2 :
cona,x>0 -

La funzione e simmetrica rispetto all'asse dgleenon abbiamo equazion
parametriche, pertanto la esplicitiamo rispetta all

La curva sara descritta da quattro equazioni espb@scuna relativa ad una sua parte

a)y= (x—a),/i coda superiore
3a
[x L
b) y=-(x-a),/— coda inferiore
)Y ( ) 3a
[x . . .
c) y=(a-x) 2, Semi-cappio superiore

d)y=-(a- x)\/; semi-cappio inferiore

Ora sara sufficiente calcolare la lunghezza del-sappio superiore e moltiplicare per due.

Poiché si haa,x > 0 possiamo scrivere
Jx
y=(a-XxX)—
(a=x) =
deriviamo rispetto a&:
dy a-3x

dx 243ax

Senza passare per le equazioni parametriche abbiamo

a-3x 12ax+(a-x)" | 3 [1cax+a?+ 9% -@ax |, _
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La lunghezza del cappio di strofoide sara dunGye = —

3
(1.2)» ELICA CILINDRICA C,, =2m/a®+b?

Calcolare la lunghezza di una spira dell’elicanditica di raggia e
passdo.

2 2mr

| [\/a2 sin(t) +a? cog (t) + bz}dt =vJa’+b* [ dt
0 0
La lunghezza cercata sara

Cup = 2@ +b?

Se eéb =0 (distanza tra le spire nulla), si tratta di umra@nferenza
della quale é confermata la lunghe2zza .

Pertanto gli integrali proposti in questo esercizioel precedente sono utili al calcolo della
lunghezza di una curva tridimensionale secondalaggjanza:

IS (2] (2 o o2 o

(1.3» CICLOIDE C,, =8a

Calcolare la lunghezza dell'arco della cicloide 23
conaraggio della circonferenza generatrice.

x =a(t -sin(t) cie
{y=a%1—cos(t)))' Ost=ar \
dx = a(l— cos(t)) dt
dy = asin(t)dt

2J'”a\/1+ cost— 2os(t)+ sifi(t)dt = det

L’integrale non e facilmente risolvibile, ma poss@semplificarlo utilizzando le formule di
bisezione

sin® (lj = 1—C—os(t)

j a2~ 2codt)dt = a j {1 cogt) jdt=a2J: {siﬁ(lzj]dt: azj: siEiZjdt

2a| —2c0{£j= a+ &
0 2

Come ci aspettavamo la lunghezza di un arco dbicielé pari a quattro volte la sua altezza.

21

(1.4» IPOCICLOIDE C,, =8(n-1)a

Calcolare la lunghezza dell'ipocicloidequattro cuspidi coaraggio della circonferenza
generatrice & raggio della circonferenza di rotolamento.
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Ponenddb —a =m le equazioni parametriche
dell'ipocicloide sono

X =mcos(t) +a co{%)
y =msin(t) - asin(ﬂj

a
Derivando rispetto al parametro

dx_ -msin(t) - msin(ﬂj
dt

a

% =mcos(t)-m co{ﬂj

a
si ha I'integrale curvilineo

i (—msin(t) - msin(%)jz + (m cos-m co%%)jz ]dt =

[l {5 ot -

Applicando le formule di Werner si ottiene

mj 2+2(1c0{t—ﬂj—E coEHﬂj——l c{sﬂﬂj—
° 2 a 2 a 2 a

ni_JZ—Zco{t+%}j}dt=

App_licando le formule di bisezione
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1- cos{t +j -
4 a dt = 2mj sin(—a j
2 - 2a

02,

. S T
Scegliamo come campo di variazione del parametad < >

LZT 2a bt
2(b - a)| _? CO{Z—aj
0

Il numero delle cuspidi & dato dal rappo%oz n; scegliendon=4:
2 1

6al —Ecos( 2)=-2a(-+ )= @&
0

Moltiplicando per 4 otteniamo la lunghezza dellgg@oide 24a, il che é ci fornisce la formula
per la lunghezza di un’ipocicloidenecuspidiC,,,, =8(n-1)a.

Si noti che l'ipocicloide tetracuspide (detta anchieocicloide) € uguale all’asteroide che si
ottiene come inviluppo di un segmento di lunghdisa, in questo casda.

SLeonardo Calooni — gn&ﬂ/w/& cwiifinei 2, cue note 3



(1.5)» ASTEROIDE C,g; =6b
Calcolare la lunghezza dell'asteroide ¢cnsegmento generatore.

Calcoliamo la lunghezza di un arco cOs t sg e poi quadruplichiamo
x=bcos (t) dx=-3ocog (t) sir(t)dt
y=bsin’(t)  dy=3psir’(t) cogt)dt

Zsin(t;co{t)\/ )+ o)t

o'—E-.N\:l

\/9b2 cos (t) sirf (t) + ® sif(t) codt)dt =

oty

LANN

3b|2 _ S|n2(t) =%
0

Cper =6b

Pertanto la lunghezza di un’asteroide e sei vallaighezza del segmento generatore il quale € 4
volte il raggio della circonferenza generatricdaebrrispondente ipocicloide tetracuspide, il che
fornisce la prova della coincidenza delle due curve

(1.6)» EPICICLOIDE C,, =8(n+1)a

Se la circonferenza mobile percorre I'esterno daheonferenza fissa si ha I'epicicloide di
equazioni parametriche

x = mcos(t) -a co%%)
y = msin(t) —asir{ﬂj

a
conm=a+b
Derivando rispetto al parametro

ax_ -msin(t) + msin(ﬂj
dt

a

% =mcos(t)-m co{ﬂj

a
similmente all'ipocicloide si ha l'integrale curiikeo

oAt o) 6 -

Applicando le formule di Werner e quelle di bise®csi ottiene
2mJ' sin( at- mtj
2 2a

Scegliendo per il campo di variazione del paramétat sg si ha

2(a+b) %cos{—?—tj

0 a

Ny



Il numero dei lobi & dato dal rapporPo: n; scegliendon=4:
a
21
10a) Ecos( 2)= 5( % )= 18
0
La lunghezza dell’epicicloide quadrilobata saragqe0Oa, essenddC,,, =8(n+1)a quella

generica dell’epicicloide.

(1.7)» CARDIOIDE C_,; =16a
La cardioide & un’epicicloide monolobata

(KD

il che e evidente sa= 2 a=b.

La sua lunghezza (calcolata dal matematico-pitéstesnomo Philippe de La Hire nel 1708) e
quindi deducibile dall’equazione generica dell’eglimide.

Possiamo ottenere la conferma mediante il calcioédtd dell’'integrale curvilineo e tenendo
presente che le sue equazioni parametriche sono

X = 2acodt)( i co(;t))
y = 2asin(t) ( 1- cosét))
Derivando rispetto al parametro

%:—Zasm(t)msir(t) coft)+ a sift) cdt)=- a2 )+ a4 b)) ¢of
%:Zacos(t)— A cod(t)+ a sih(t)= & cfs)+a- a4 Ccos

ed integrando per meta curva otteniamo

2a [2- 4codt)( SA(t)+ 1))+ 2c¢e)dt= ap 2 2dot

da cui, applicando le formule di bisezione
4ajsin(£jdt

0 2
43 —co{ij: (¥ )= a

0 2

Pertanto la lunghezza totale della cardioide €53 =16am
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Una versione aggiornata e corretta potrebbe edggyenibile all'indirizzo:
www.4dmatrix.it/math
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