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Nota. 
Non ho dedicato che poco spazio ai procedimenti d’integrazione in quanto tali.  
In questi appunti mi ha interessato soprattutto la struttura dell’integrale doppio in coordinate sia 
ortogonali che polari così come essa discende dallo studio del campo d’integrazione e degli estremi 
d’integrazione. Poiché un tale approccio prescinde quasi totalmente dalla funzione integranda, non 
ho ritenuto opportuno allungare il brodo con molti passaggi per illustrare il calcolo dei vari 
integrali doppi le cui tecniche dò per acquisite. 
Per gli stessi motivi ho appena sfiorato negli esercizi i problemi di calcolo di aree e volumi. 
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1.  PREMESSE 
 
�  Un integrale semplice è dato dalla scrittura 

(1.1) 
b

a

f dx�
 

dove  ( )f f x=  è una funzione di variabile 

reale a valori reali e [ ] 1,a b I® Î �  un 

dominio d’integrazione monodimensionale 
costituito da un segmento dell’asse delle x. 
Il risultato del processo d’integrazione è un 
numero che geometricamente si può 
interpretare come area del rettangoloide 
(giallo) sotteso al grafico di ( )f x  

nell’intervallo [ ],a b . 

�  Un integrale doppio è dato dalla scrittura 
(1.2) 

S

fdxdy��  

dove ( , )f f x y=  è una funzione continua di 

due variabili reali e [ ] [ ] 2, ,a b c d S´ ® Î �  un 

dominio d’integrazione bidimensionale 
costituito da una superficie finita del piano 
Oxy che chiameremo campo d’integrazione. 
Il risultato del processo d’integrazione è anche 
questa volta un numero, numero che 
geometricamente si può interpretare come il 
volume del cilindroide sotteso al grafico di 

( ),f x y  che, nell’esempio di fig.2,  ha per base  

 
 
 
 
 
 
 
 

il campo d’integrazione (azzurro) [ ] 20, 1 0,S x x y y x� �= = = ´ = =� �  
ed è delimitato superiormente dalla superficie che rappresenta la 
funzione (verde) 2 2z x y= +  nel campo d’integrazione (fig.3).   
 
In linea del tutto generale il calcolo di un integrale doppio consiste esattamente in quello che 
suggerisce il suo nome: una doppia integrazione. 
Ma i particolari della faccenda vanno messi a fuoco in funzione della “forma”  del campo 
d’integrazione, ovvero della sua frontiera.  
Per questo motivo possiamo più propriamente definire gli integrali doppi come integrali di campo, 
e ricordiamo, se mai ce ne fosse bisogno, che si parla sempre di intervalli chiusi e che quindi il 
campo d’integrazione comprende anche i punti della sua frontiera.                                                    �  

Fig. 1 

Fig. 2 

Fig. 3 
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2. CAMPO D’INTEGRAZIONE 
 
2.1 Frontiera del campo d’integrazione 
In via esemplificativa, la frontiera di un campo d’integrazione può essere pensata come costituita da 
sole costanti (fig.4a), da sole funzioni (fig.5), da una combinazione di funzioni e costanti (in fig. 
4b,d,e,f,g,h gli assi sono le costanti). 

Si noti come le funzioni che prendono parte alle frontiere dei campi d’integrazione della fig.4 siano 
in ogni caso attraversate esattamente due volte da tutte le parallele agli assi. Nella fig.5  sono invece 
rappresentate frontiere costituite da funzioni per le quali ciò non avviene. 
Analogamente a quanto accadrebbe se si volesse calcolare l’integrale ordinario esteso alle funzioni 
di fig.4d,e,g, i campi d’integrazione di queste 
figure, quello di fig.4c e quelli delimitati dalle 
frontiere della fig.5, non possono essere adoperati 
per l’integrazione estesa direttamente all’intero 
campo, ma grazie alle proprietà dell’additività 
della misura (2.6) e alla proprietà di additività 
degli integrali doppi (2.1), sempre analogamente 
a quanto accade per gli integrali ordinari, essi 
possono essere opportunamente suddivisi in 
sottodomini per poi procedere al calcolo 
dell’integrale doppio esteso all’intero dominio 
come somma degli integrali doppi estesi a ciascun sottodominio.  
Si prenda confidenza sin d’ora col fatto che i campi d’integrazione devono essere considerati come 
“orientati”  nei confronti di un asse o dell’altro a seconda di come si presenta la scrittura 
dell’integrale doppio dato, oppure, data una funzione integranda ed un campo, a seconda dell’ordine 
d’integrazione che si intende adottare. 
Sottolineiamo infine come lo studio del campo d’integrazione e la scelta dell’ordine d’integrazione 
siano preliminarmente fondamentali per la buona riuscita del calcolo, e pertanto in questo lavoro ci 
interesserà principalmente questo aspetto piuttosto che lo sviluppo del calcolo integrale in sè i cui 
passaggi negli esercizi saranno evidenziati in misura ridotta. 
 
2.2 Proprietà fondamentali degli integrali doppi 
(2.1) Proprietà di additività: 

1 2S S S

fdxdy fdxdy fdxdy= +�� �� ��  dove 1 2S S S= +  

(2.2) Proprietà di linearità: ( )
S S S

c f g dxdy c fdxdy c gdxdy+ = +�� �� ��  

Fig. 5 

Fig. 4 
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(2.3) Proprietà di confronto: 
S S

fdxdy gdxdy£�� ��  se in tutto S f g£   

(2.4) Proprietà di valore assoluto: 
S S

fdxdy f dxdy£�� �� (è un corollario della (2.3)) 

(2.5) Proprietà di positività: 0
S

fdxdy³��  se in tutto S 0f ³  (è un corollario della (2.3)) 

Queste proprietà discendono dalle equivalenti proprietà degli integrali ordinari mediante i quali 
abbiamo definito gli integrali doppi e pertanto ne omettiamo la dimostrazione. 
 
2.3 Campi d’integrazione normali 
Cosa vuol dire considerare “orientato”  un campo d’integrazione ?  
Ecco due definizioni. 

·  Si definiscono campi d’integrazione normali rispetto all’asse delle x quei campi la cui 
frontiera è attraversata solo due volte da tutte le perpendicolari all’asse delle x. 

·  Si definiscono campi d’integrazione normali all’asse delle y quei campi la cui frontiera è  
attraversata solo due volte da tutte le perpendicolari all’asse delle y. 

Tutti i campi d’integrazione delimitati dalle frontiere della fig.4 sono normali rispetto ai due assi, i 
campi d’integrazione delimitato dalle frontiere della fig.5 sono irregolari, ovvero non normali 
rispettivamente all’asse delle x e all’asse delle y. 
Formalmente definiamo un campo d’integrazione 
x-normale:  ( ) [ ] ( ) ( ){ }1 2, , :S x y a b f x y f x= Î ´ £ £�  

y-normale:  ( ) [ ] ( ) ( ){ }3 4, , :S x y c d f y x f y= Î ´ £ £�  

potendo naturalmente essere anche 

xy-normale: 
( ) [ ] ( ) ( ){ }
( ) [ ] ( ) ( ){ }

3 4

3 4

, , :

, , :

S x y c d f y x f y

S x y c d f y x f y

= Î ´ £ £

= Î ´ £ £

�

�  

In tal caso lo chiameremo semplicemente campo d’integrazione normale. 
Un campo d’integrazione normale può essere utilizzato così com’è per l’integrazione ad esso estesa 
oppure no. In questo caso è necessario procedere ad una sua partizione in sottodomini. 
 
2.4 Partizione del campo d’integrazione 
Nel prendere in considerazione un campo 
d’integrazione come x-normale piuttosto che  
y-normale o viceversa, è necessario analizzare le 
funzioni che prendono parte alla sua frontiera. 
In fig.6, se si considera il campo d’integrazione come 
x-normale, al variare di x nell’intervallo [ ]1,1- , y 

assumerà sempre un valore minimo sulla funzione 
21y x= - ed uno massimo sulla funzione 2y x=  e 

pertanto tali funzioni fungeranno da estremi 
d’integrazione rispetto ad y. 
Al contrario, se consideriamo il campo d’integrazione come y-normale, al variare di y 
nell’intervallo [ ]0,1 , x assumerà un valore massimo ed uno minimo contemporaneamente su una 

stessa funzione per ciascuna metà dell’intervallo e quindi non disporremo di estremi d’integrazione 
univoci rispetto ad x.  
 

Fig. 6
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Volendo conservare tale orientamento del campo d’integrazione, lo di dovrà dividere in due 
sottodomini tramite la costante 0.5y = . 
Situazioni analoghe si verificano coi campi d’integrazione delle fig.4c,d,g 
Avendo parlato di partizione di un campo d’integrazione ci si dovrebbe chiedere se ciò è lecito. 
Abbiamo già dato una risposta affermativa citando il teorema di additività della misura.  
E’ giunto il momento di enunciare e dimostrare tale teorema. 
 
2.5 Teorema dell’additività della misura 
Se S è un dominio x-normale o y-normale, è sempre possibile effettuare una partizione in n 
sottodomini 1 2, ,..., nS S S x-normali o y-normali per la quale vale l’uguaglianza 

(2.6) ( ) ( )
1 1

nn

i i
i i

m S m S m S
= =

� �
= = � 	


 �
� �  

Dimostrazione. 
La misura del campo d’integrazione di fig.6  è data da 

1 2( ) ( ) ( )
b b

a a

m S f x dx f x dx= -� �  

Ciascun sottodominio ha misura 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 1

i i i

ij j j j j
i i i

m S f x dx f x dx f x f x dx- -
- - -

� �= - = -� �� � � Per la proprietà (2.1) si ha dunque 

( ) ( ) ( )1
, 1 , 1 1

in n

ij j j
i j i j i

m S f x f x dx-
= = -

� �= - =� �� � �  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2
1

b bn

j j
ja a

f x f x dx f x f x dx m S-
=

� �- = - =� �� �� ��� �  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
�  

 
Fig. 7
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3.  CALCOLO DEGLI INTEGRALI DOPPI 
 
3.1 Scrittura dell’integrale doppio 
Se il campo d’integrazione è quello di fig.4 con raggio 
unitario, la scrittura generica di un integrale doppio è la 
seguente: 

(3.1) 
S

fdxdy�� , dove [ ] [ ]0,1 0,S f= ´  e 21f x= -   

In questo caso sono indicati nell’ordine: 
·  Orientamento del campo d’integrazione, y-normale 
·  Estremi d’integrazione rispetto a questo orientamento 
·  Funzione di frontiera 

(3.2) 
S

fdydx�� , dove [ ] [ ]0,1 0,S f= ´  e 21f y= -  

è lo stesso integrale doppio ma con campo d’integrazione x-normale. 
Queste scritture sono generiche perché mancano della funzione integranda e non evidenziano la 
struttura del calcolo. Si noti che l’inserimento della funzione integranda nella (3.1) o nella (3.2) non 
modifica affatto la struttura del calcolo; tale inserimento specifica solamente la forma della base 
superiore del cilindroide il cui volume è rappresentato dall’integrale doppio. 
Cosa rappresenterebbe la (3.1) o la (3.2) se la funzione integranda fosse la costante 1z=  ? (cfr. 
(4.5), (6.2)) 
In ogni caso le due scritture non definiscono soddisfacentemente la struttura del calcolo; a tale 
scopo vengono utilizzate le seguenti: 

·  formula di riduzione per il calcolo in coordinate ortogonali 
·  formula d’inversione della precedente 
·  formula di trasformazione per il cambio delle variabili 
·  formula di trasformazione per il cambio di coordinate 

 
3.2 Formula di riduzione 
Come dice la parola, la formula di riduzione “riduce”  la scrittura generica di un integrale doppio 
come le (3.1), (3.2) ad una formula calcolabile in coordinate ortogonali, indicando l’ordine di 
esecuzione dei due integrali e i relativi estremi 

(3.3) 
d b

S c a

fdxdy fdx dy
� �

® 
 �
� �

�� � �  

Chiameremo integrale interno l’integrale 
b

a

fdxF = �
 

ed integrale esterno l’integrale 
d

c

dyY = F�
 

che coincide, ovviamente col numero che rappresenta l’integrale doppio. 
Come leggere l’orientamento del campo d’integrazione nella formula di riduzione ? 

b d

S a c

fdydx fdy dx
� �

= 
 �
� �

�� � �   il campo d’integrazione è considerato x-normale 

d b

S c a

fdxdy fdx dy
� �

= 
 �
� �

�� � �
  
il campo d’integrazione è considerato y-normale 

In questo lavoro le scritture

S S

fdxdy fdydx¹�� ��
 

Indicano l’orientamento del campo 
d’integrazione 

 Questa notazione differenziata e non è 
generalmente adottata nei testi di calcolo 
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Come si vede, per valutare l’orientamento del campo ci si deve riferire all’integrale esterno. 
 
3.3 Formula d’inversione 

S S

fdxdy fdydx=�� ��
  

ci dice che è possibile invertire l’ordine d’integrazione 

(3.4)
' '

' '

d b b d

c a a c

fdx dy fdy dx
� � � �

=
 � 
 �
� � � �

� � � �  

a patto che vengano opportunamente ridefiniti gli estremi d’integrazione.  
Per quanto detto a proposito della formula di riduzione, l’applicazione della formula d’inversione 
inverte un campo d’integrazione x-normale in uno y-normale e viceversa. 
 
3.4 Ridefinizione degli estremi d’integrazione 
Se il campo d’integrazione è normale abbiamo la possibilità di invertire l’ordine d’integrazione 
ridefinendone gli estremi. 
Il ragionamento-tipo da fare è il seguente: 
Se consideriamo S come x-normale: 

1. tutti i punti di S hanno ascissa compresa nell’intervallo [ ],a b  

2. tutti i punti di S hanno ordinata minore o uguale ai valori di frontiera 
della funzione ( )y f x=  

Se invece consideriamo S come y-normale: 
1. tutti i punti di S hanno ordinata compresa nell’intervallo [ ],c d  

2. tutti i punti di S hanno ascissa minore o uguale alla funzione ( )x f y=  

Passiamo alle formule per il campo d’integrazione di fig.8. 
Se consideriamo S come x-normale la formula di riduzione è del tipo 

4

3

fb

a f

dx fdy� �  

Tutti i punti di S avranno ascissa nell’intervallo [ ]0,1 . 

Per trovare le ordinate dobbiamo esplicitare rispetto ad y l’equazione della funzione di frontiera
2 2 21 1x y y x+ = ® = ± -  

Pertanto avremo 

[ ] 2 20,1 1 , 1S x x� �= ´ - - -
� �

 

Possiamo quindi scrivere la formula di riduzione  
2

2

1 1

0 1

x

x

dx fdy
-

- -

� �  

Se invece consideriamo S come y-normale 
2

1

fd

c f

dy fdx� �  

tutti i punti di S avranno ordinata compresa nell’intervallo [ ]1,1-  

mentre per trovare le ascisse dovremo esplicitare rispetto ad x l’equazione della funzione di 
frontiera 

21x y= ± -  

Fig. 8 
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Pertanto avremo 

[ ]20, 1 1,1S x� �= - ´ -
� �

 

e la formula d’inversione sarà 
211

1 0

y

dy fdx
-

-
� �   

Concludendo, il lavoro da fare per invertire l’ordine d’integrazione è quello di ridefinire gli 
estremi d’integrazione su costanti e funzioni esplicitate rispetto alla nuova variabile in modo 
univoco. 
Nell’invertire l’orientamento del campo d’integrazione non deve accadere, ad esempio, che al 
variare di x (o di y), y (o x) assuma un massimo e un minimo contemporaneamente su due funzioni 
diverse: non disporremmo dei relativi estremi d’integrazione ! 
 
3.5 Formula di trasformazione per cambio delle variabili 
Può darsi che l’integrale doppio, nella forma in cui viene proposto, sia di difficile soluzione.  
E’ allora conveniente prendere in considerazione, analogamente a quanto accade negli integrali 
ordinari con l’integrazione per sostituzione, la sostituzione delle due variabili 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

, ,  ,

, , , ,

x X u v y Y u v

f x y f X u v Y u v

= =

®
 

da cui abbiamo la formula di trasformazione 
(3.5) ( ) ( ) ( )( ) ( ), , , , ,

S T

f x y dxdy f X u v Y u v J u v dudv®�� ��  

La trasformazione è un’applicazione iniettiva che manda punti distinti di T in punti distinti di S. 
La dimostrazione di questa formula non è né breve né elementare e pertanto l’abbiamo relegata alla 
fine di questo lavoro per quanti di voi sono interessati a conoscerla. 
 
3.6 Formula di trasformazione in coordinate polari 
E’ immediato dedurre che la (3.5) può essere utilizzata per calcolare gli integrali doppi in 
coordinate polari, cosa che può essere da conveniente a molto conveniente a seconda della forma 
del campo d’integrazione e della funzione integranda, anche se la definizione degli estremi 
d’integrazione è meno intuitiva che nel calcolo in coordinate ortogonali. 
Le equazioni di passaggio dalle coordinate ortogonali a quelle polari sono 

( ) ( ), cos ,  , sinx X y Yr J r J r J r J= = = =  

Per passare dalle coordinate ortogonali a quelle polari applicando la (3.5) ci occorre il valore 
assoluto del determinante Jacobiano della trasformazione 

( )
cos sin

,
sin cos

X Y

J
X Y

J Jr r
r J r

r J J
J J

¶ ¶
¶ ¶

= = =
-¶ ¶

¶ ¶

 

Ora possiamo scrivere la formula di trasformazione col passaggio di coordinate 

(3.6) ( )cos , sin
T

f d dr J r J r r J��  

Si noti che se 0r =  la (3.6) ha ancora senso, come è ovvio, perché in tal caso si avrebbe 

( ) ( )0 0mis T mis S= ® =  

�  
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4. ESERCIZI SUI CAMPI D’INTEGRAZIONE E SULLA FORMUL A D’INVERSIONE   

(4.1)�  
1 1 1 1

0 0 0 0

dy fdx dx fdy=� � � �  

(4.2)�  
2 4 4 2

1 3 3 1

dy fdx dx fdy=� � � �     

(4.3)�

3 3
2 22 2

1 10 0
2 2

dy fdx dx fdy=� � � �  

Se la frontiera del campo d’integrazione è costituita da quattro costanti (fig.9), la ridefinizione degli 
estremi d’integrazione consiste nel loro scambio, quindi la formula d’inversione consiste nello 
scambio diretto dell’ordine d’integrazione con relativi estremi. 
 

(4.4)�  
1

0 0

x

dx fdy� �  

S è un triangolo isoscele di lato 1 ancorato nell’origine ed è x-
normale (fig.10) 
Data la simmetria della funzione y x=  rispetto agli assi la formula 
d’inversione può essere scritta direttamente 
1

0 0

y

dy fdx� �
 

(4.5)�  
21 1

1 0

x

dx fdy
-

-
� �  

Poiché l’estremo superiore dell’integrale interno è l’equazione della circonferenza di raggio unitario 
esplicitata rispetto alla y e l’estremo inferiore è nullo, il campo d’integrazione è costituito da una 
semicirconferenza centrata sull’origine degli assi ed è x-normale. 
Se si considera S come y-normale, le ordinate dei suoi punti 
varieranno nell’intervallo [ ]0,1  e le ascisse nell’intervallo 

2 21 , 1y y� �- - -
� �

 

Pertanto la formula d’inversione sarà  
2

2

11

0 1

y

y

dy fdx
-

- -

� �
 

Per le proprietà (2.1) e (2.6) potremmo scrivere l’integrale doppio proposto come somma di due 
integrali doppi, l’uno esteso al campo con frontiera il quarto di circonferenza del 1° quadrante e 
l’altro esteso al campo con frontiera il quarto di circonferenza del 2° quadrante 

2 2

2

1 1 0 1 1 1

1 0 1 0 11

x x

x

dx fdy dx fdy dx fdy
- -

- - - -

= +� � � � � �
  

2 2

2 2

1 1 1 0 1 1

0 0 0 01 1

x x

y x

dy fdx dy fdx dy fdx
- -

- - - -

= +� � � � � �
 

 

Fig. 9 

Fig. 10 

Fig. 11
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Area del cerchio e volume del cilindro 
Come detto nel paragrafo 1.1, l’integrale doppio rappresenta geometricamente il volume del 
cilindroide sotteso alla funzione integranda nel campo d’integrazione.  
Se ora supponiamo che la funzione integranda sia una costante 1z = , appare ovvio che l’integrale 
doppio rappresenterà esattamente la misura del campo d’integrazione o il volume del cilindro con 
base il campo d’integrazione ed altezza unitaria.

   
2 2

2

2 2

2 2

1 1 0 1 1 1

1 0 1 0 11

11 1 0 1 1

0 0 0 01 1

4 4
4 4 2

4 4 2

x x

x

y x

y x

dx dy dx dy dx dy

dy fdx dy fdx dy fdx

p p p

p p p

- -

- - - -

- -

- - - -

+ -
= + = + =

= + = + =

� � � � � �

� � � � � �  

 

(4.6)�  
3

1

0

x

x

dx fdy� �
 

 

Il campo d’integrazione è x-normale (fig.12) 

[ ] 30,1 ,S x x� �= ´ � �  

Se si inverte l’ordine d’integrazione, S è y-normale e i suoi punti 
hanno ordinata minore o uguale ad 1. Per le ascisse bisogna 
risolvere rispetto ad x le due equazioni 

3 3

2

y x x y

y x x y

= ® =

= ® =
 

Pertanto avremo [ ] 2 30,1 ,S y y� �= ´ � �  

da cui la formula d’inversione 
3

2

1

0

y

y

dy fdx� �
 

 

(4.7)�  
2

11

0 1

y

y

dy fdx
-

- -

� �
 

Se calcoliamo l’integrale proposto della costante unitaria, otteniamo la misura del campo 
d’integrazione (y-normale, fig13) che, come ci aspettiamo, è 

1
4 2
p

+

  Applichiamo la (2.6) e creiamo due partizioni 1 2S S S= +  dove 

[ ]

[ ] [ ]

2
1

2

1 ,0 0,1

1 ,1 0,1

S y

S y

� �= - - ´
� �

= - ´
 

In forza della proprietà (2.1) l’integrale doppio proposto può 
essere scritto come somma di due integrali doppi 

2

1 0 1 1

0 0 11 yy

dy fdx dy fdx
-- -

+� � � �
 

Fig. 12 

Fig. 13 
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che, così come sono scritti, rappresentano rispettivamente la superficie del quarto di circonferenza 
di raggio unitario e del triangolo di lato unitario. 
L’inversione dell’ordine d’integrazione comporta la seguente ridefinizione degli estremi 
d’integrazione 

[ ]

[ ] [ ]

2
1

2

1,0 1 ,0

0,1 0,1

S x

S x

� �= - ´ - -
� �

= ´ -
 

Dunque la formula d’inversione sarà 

2

0 0 1 1

1 0 01

x

x

dx fdy dx fdy
-

- - -

+� � � �
 

 

(4.8)�  

231

20
2

y

y

dy fdx
-

� �  

Il campo d’integrazione (fig.14) è y-normale ma così com’è non può essere utilizzato perché la 
frontiera è costituita da una costante e due funzioni su ciascuna delle quali al variare di y, x assume 
un massimo e un minimo; ciò ci impedisce di stabilire estremi d’integrazione univoci per l’integrale 
interno.  
Se invece consideriamo il campo d’integrazione come x-normale, vediamo che al variare di x, y 
assume consecutivamente un massimo e un minimo su una funzione, un valore costante, un 
massimo e un minimo su un’altra funzione e quindi possiamo pensare ad applicare la proprietà (2.1) 
Infatti osserviamo che: 

·  dall’equazione 23x y= -  se 0y =  si ha 3x =  

·  dall’equazione 23x y= -  se 1y =  si ha 2x =  

·  dall’equazione 
2

2
y

x =  se 1y =  si ha 
1
2

x =  

Applichiamo dunque la (2.6) per ripartire il campo 
d’integrazione in tre sottodomini y-normali 

[ ]

2

1

2

2
3

1
0, 0,

2 2

1
, 2 0,1

2

2, 3 0, 3

y
S

S

S y

� �� �= ´ 
 �
 �� � � �

� �= ´
 �� �

� �� �= ´ -� � � �

 

Esplicitiamo le due funzioni rispetto ad y 
2

2 2

2
2

3 3

y
x y x

x y y x

= ® =

= - ® = -

 

e ridefiniamo gli estremi d’integrazione considerando i sottodomini x-normali 

[ ] 2
1 2 3

1 1
0, 0, 2 ,   , 2 0,1 ,   2, 3 0, 3

2 2
S x S S x� � � � � �� � � �= ´ = ´ = ´ -
 � 
 �� � � � � �� � � �

 

Infine applichiamo la (2.1) scrivendo  la formula d’inversione 

Fig. 14 
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2
1

2 2 1 3 32

10 0 0 02
2

x x

dx fdy dx fdy dx fdy
-

Y = + +� � � � � �  

 

(4.9)�  
sin

0 0

x

dx fdy
p

� �  

Il campo d’integrazione di fig15 è x-normale nel 1° 
quadrante, quindi con valori sempre positivi. 
Abbiamo [ ] [ ]0, 0,sinS xp= ´  

Risolviamo l’equazione siny x=  rispetto ad x ottenendo tre 
radici 

arcsin ,   arcsin ,   arcsinx y x y x yp p= = - = - -  
la terza delle quali non ci interessa perché fornendo valori negativi è fuori del campo 
d’integrazione. 
Considerando ora il campo d’integrazione come y-normale avremo 

[ ] [ ]arcsin , arcsin 0,1S y yp= - ´  

La formula d’inversione sarà pertanto 
arcsin1

0 arcsin

y

y

dy fdx
p -

� �
 

 
(4.10)�  

S

fdydx��
 

Con la notazione utilizzata in questo lavoro il campo 
d’integrazione viene considerato x-normale (fig.16). 
Al variare di x, y assume valori diversi sulle due funzioni di 
frontiera ed impostare in tal modo l’ordine d’integrazione è 
conveniente in quanto comporta una semplificazione dei 
calcoli. 
Infatti, in tal caso abbiamo un campo d’integrazione 

[ ] [ ]1 21,1 ,S f f= - ´  

la cui frontiera è costituita dalle funzioni 2
2

2
,   

1
y x y

x
= =

+
 

e l’integrale di campo è  

2

2

2
1 1

1

x

x

dx fdy
-

-
� �  

Volendo applicare la formula d’inversione, si capisce subito che se il campo d’integrazione S  è 
y-normale non è utilizzabile così com’è. Infatti al variare di y, x assume un massimo e un minimo 
contemporaneamente su funzioni diverse ed non disponiamo quindi di estremi d’integrazione 
univoci. Pertanto, volendo conservare l’ordine d’integrazione, S va diviso in due sottodomini 

1 2S S S= +  mediante la costante 1y = .  
Dopo aver esplicitato le funzioni di frontiera rispetto ad x avremo 

[ ] [ ]1 2

2 2
, 1,2 ,    , 0,1

y y
S S y y

y y

� �- - � �= - ´ = - ´
 � � �
� �

 

Fig. 15 

Fig. 16
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Con la formula d’inversione si ha dunque  
2

2 1

1 02

y

y y

y y

y

dy fdx dy fdx

-

- -
-

+� � � �
 

 
(4.11)�  Dato il campo d’integrazione [ ] [ ]1, 0, lnS e x= ´  x-normale, scrivere formula di riduzione, 

formula d’inversione, disegnare i grafici. 
Per la formula di riduzione si ha 

ln

1 0

e x

dx fdy� �  

Una volta disegnato il grafico della frontiera, si vede 
agevolmente che per invertire l’ordine d’integrazione 
gli estremi vanno ridefiniti come segue: 
y varia da 0 a 1 
x varia sulla funzione di frontiera data ma esplicitata rispetto ad x: yx e=  
Per 0 1yy e= ® =  e per 1 yy e e= ® =  
Quindi il campo d’integrazione y-normale sarà 

[ ], 0,1yS e e� �= ´� �  

e la formula d’inversione 
1

0 y

e

e

dy fdx� �  

 

(4.12)�  
sin

0 sin
2

x

x

fdy dx
p

-

� �

 �

 �

 �� �

� � .  

Scrivere la formula d’inversione. 
E’ conveniente disegnare immediatamente la 
frontiera per capire cosa fare. E’ subito evidente 
che la situazione è del tutto analoga a quella 
dell’esercizio (4.10) e pertanto dovremo usare 
l’asse delle x come costante per dividere in due 
il campo d’integrazione. 
Esplicitiamo le due funzioni di frontiera rispetto alla x: 

sin arcsin

sin 2arcsin
2

y x x y

x
y x y

= ® =

= - ® = -
 

Poiché 0 x p£ £  il campo d’integrazione y-normale, partito i due sottodomini, sarà 
[ ] [ ] [ ] [ ]1 2 arcsin , arcsin 0,1 2arcsin , 1,0S S S y y yp p= + = - ´ + - ´ -  

Da cui la formula d’inversione 

arcsinsin 1 0

0 0 arcsin 1 2 arcsinsin
2

yx

x y y

fdy dx dy fdx dy fdx
pp p-

- --

� �

 � = +
 �

 �� �

� � � � � �
                                                                                �

 

 

Fig. 17 

Fig. 18 
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5. ESERCIZI DI INTEGRAZIONE IN COORDINATE ORTOGONAL I 
 

(5.1)�  Sia data la funzione  integranda
2

21
x

f
y

=
+

 e il campo d’integrazione [ ] [ ]0,1 0,1S = ´  

Il grafico della funzione integranda è quello di fig.19. 
Il campo d’integrazione è un quadrato di lato unitario, è evidentemente normale e il suo 
orientamento non fa alcuna differenza poichè gli estremi d’integrazione coincidono. 
L’integrale di campo è 

2

21S

x
ds

y+��   

Eseguiamo i calcoli con la formula di riduzione considerando il campo d’integrazione y-normale
1 1 2

2
0 01

x
dx dy

y

� �
=
 �+� �

� �  

 
1 1

2 0
0

1 1
arctan

3 3 121
dy

y
y

p
= =

+�

 
Se consideriamo il campo d’integrazione come 
x-normale dovremo semplicemente invertire 
l’ordine d’integrazione. 
Ora applichiamo la formula d’inversione e 
controlliamo che il risultato non cambi 
1 1 2

2
0 0

1
2

0

1

1
4 12

x
dy dx

y

x dx
p

p

� �
=
 �+� �

=

� �

�  

 
(5.2)� 2 2x y+  con 

[ ] [ ]0,1 0, 2S = ´  
La funzione integranda è quella della fig.20.  
Il campo d’integrazione è rettangolare e quindi normale. 
Invertendo l’orine d’integrazione gli estremi non cambiano ma 
andranno scambiati. 
Per l’esattezza, gli estremi d’integrazione devono essere scambiati 
anche se il campo d’integrazione è quadrato come nell’esercizio (5.1), 
soltanto che essendo essi in quel caso coincidenti, lo scambio è solo 
formale. 
L’integrale di campo è 

( )2 2
S

x y ds+��   

Per S y-normale avremo 

( )
2 1 2 231 2

2 2

0 0
0 0 0 0

1 14
2 2 2

3 3 3 3
x y

x y dx dy y dy y dy y
� �� � � �+ = + = + = + =
 �
 � � 	


 �� � � �
� � � �

 

Per S x-normale avremo 

La scrittura 
S

fds��  indica che l’ordine d’integrazione non è ancora deciso 

Fig. 19

Fig. 20 
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( ) ( )
1 2 1 1 32 1

2 2 2 2

0 0
0 0 0 0

2 14
2 2 4 4

3 3
x

x y dy dx x y y dx x dx x
� � � �

+ = + = + = + =
 � 
 �� �� �
� � � �

 
 
(5.3)� 2 2x y+  con [ ] [ ]0,1 0,S f= ´  

In questo caso la frontiera del campo d’integrazione è costituita dalla retta 1x =  e dal tratto di 
parabola 2,0 1f y x x= = £ £  (fig.3) 
Nella fig.2  la funzione integranda è rappresentata dalla superficie verde interna al campo 
d’integrazione. 
Scegliendo S come y-normale, gli estremi d’integrazione saranno 

[ ] 20,1 0,S x� �= ´ � �  

ed avremo l’integrale doppio 

( )
21

2 2

0 0

x

S

fdydx dx x y dy= +�� � �  

Questa scrittura è identica alla seguente 

( )
21 2 2

0 0

x
x y dy dx� �+
 �� �� �  

e, come si è visto, le usiamo entrambe. 
Calcoliamo separatamente l’integrale interno 

( )
22 3 6

2 2 2 4

0 0 3 3

xx y x
x y dy x y xF = + = + = +�  

e quindi quello esterno 

( )
5 711 4 6

0 0

1 1 3 26
3

3 3 5 7 105
x x

x x dxY = + = + =�  

Quando il campo d’integrazione non è un rettangolo, invertendo l’ordine d’integrazione gli estremi 
non possono essere semplicemente scambiati ma devono essere opportunamente ridefiniti. 
In questo caso, esplicitando la funzione parabola rispetto alla x, abbiamo la frontiera  

[ ]20, 0,1S y� �= ´� �  
da cui l’integrale doppio 

( )
21 2 2

0 0

y
x y dx dy� �+
 �� �� �  

L’integrale interno:  

( )
22 3 6

2 2 2 4

0 0 3 3

yy x y
x y dx xy yF = + = + = +�  

L’integrale esterno:  

( )
1 7 51

6 4

0
0

1 1 3 26
3

3 3 7 5 105
y y

y y dyY = + = + =�
 

Si osservi che l’operazione d’inversione degli estremi 
d’integrazione è, in questo caso, un’operazione di 
inversione degli assi (fig.21) 
 

(5.4)�  
2 2

S

x y
dxdy

x y
+
+��  

La funzione integranda è quella della fig.22. 

Fig. 21 

Fig. 22 
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Il campo d’integrazione è y-normale con estremi d’integrazione [ ] [ ]0, 0,1S y= ´  

Applichiamo la formula di riduzione 
1 2 2

0 0

y x y
dy dx

x y
+
+� �  

L’integrale interno vale 
2

22 ln 2
2
x

xF = -  

e quello esterno 
2ln 2 1

3 6
Y = -  

E’ immediato verificare che lo stesso risultato si ottiene applicando la formula d’inversione al 
campo d’integrazione x-normale [ ] [ ]0, 0,1S x= ´  

 

(5.5)�  
y

x

S

e dxdy��  

Nella fig.23  il campo d’integrazione è lo stesso 
dell’esercizio (5.4). Poiché è y-normale si avranno gli 
estremi [ ] [ ]0, 0,1S y= ´  

La formula di riduzione porta alla scrittura 
1

0 0

y y

xdy e dx� �  

Si vede subito che l’integrale interno rispetto ad x 
non è di facile soluzione, mentre è intuibile la 
semplificazione di calcolo che si ottiene integrando 
rispetto ad y. 
La ridefinizione degli estremi d’integrazione non 
comporta alcun problema; essendo la funzione di 
frontiera simmetrica rispetto agli assi si avrà 

[ ] [ ]0,1 0,S x= ´  

( )
0

1
yx
xe dy x eF = = -�  

mentre l’esterno varrà 

( )
1

0

1
1 =0.8591409142...

2
e

e xdx
-

Y = - =�
 

 
(5.6) �  

S

xydxdy�� , con [ ] [ ]2,2 0,2S y y= - ´  

La funzione integranda e  il campo d’integrazione sono rappresentati in fig.24. 
S è y-normale. 
Applichiamo la formula di riduzione 

22

0 2

y

y

dy xydx
-

� �  

Fig. 23
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L’integrale interno vale 

( )
2

2 3 2

2

1 1
3 4 4

2 2

y

y
x y y y y

-
F = = + -

 
mentre l’integrale esterno vale 

( )
2

3 2

0

1 22
3 4 4

2 3
y y y dy� �Y = + - =� ��

 
 

(5.7)�  ( )3

S

x y dxdy+��
 

Date le due funzioni di frontiera di fig.25 
2

2 2 2

y x

x y

=

+ =  
si consideri un campo d’integrazione y-normale 1 2S S S= +  con 

[ ]2
1

2
2

, 2 0,1

0, 2 2,0

S y y

S y

� �= - ´
� �

� � � �= - ´ -� �� �

 

L’integrale doppio sarà 

( )

( )

2

1

2

2

21
3

0

20
3

02

20 2 3
30

2 2
15

20 2 3 2 2 16 2 3
30 15 30

y

S y

y

S

S

fdxdy dy x y dx

fdxdy dy x y dx

fdxdy

-

-

-

-
= + =

= + = -

- -
= - =

�� � �

�� � �

��

 

Se si vuole considerare il campo d’integrazione come x-normale, il 
sottodominio 1S  non potrà più essere utilizzato direttamente. Infatti 
al variare di x, y assume lo stesso valore su due funzioni diverse.   
Quindi dovremo dividerlo in due sottodomini e ridefinire tutti gli 
estremi d’integrazione: 1 11 12S S S= +  

[ ] 2
11

2
12

2
2

0,1 0,

1, 2 0, 2

0, 2 2 ,0

S x

S x

S x

� �= ´ � �

� �� �= ´ -� � � �

� �� �= ´ - -� � � �

 

Ora possiamo scrivere l’integrale doppio e calcolarlo 

( )

( )

2

11

2

12

1
3

0 0

2 2
3

1 0

4
15

2 2 11
3 30

x

S

x

S

fdydx dx x y dy

fdydx dx x y dy
-

= + =

= + = -

�� � �

�� � �
 

Fig. 24 

Fig. 25 
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( )
2

2 0
3

0 2 2

2 2
15S x

fdxdy dx x y dy
- -

= + = -�� � �  

4 2 2 11 2 2 16 2 3
15 3 30 15 30S

fdxdy
-

= + - - =��  

Si noti che 

11 12 1

4 2 2 11 20 2 3
15 3 30 30S S S

fdydx fdydx fdxdy
-

+ = + - = =�� �� ��
 

 
(5.8)�  x y

S

e dxdy-��   

con il campo d’integrazione limitato dalle funzioni 
4,  3 4,  3 4x y x y x y+ = + = + = . 

L’integrale non può essere esteso all’intero campo 
direttamente, né se lo si considera x-normale né se lo si 
considera y-normale. Utilizziamo pertanto la costante 

1x =  per dividerlo in due sottodomini x-normali: 
[ ] [ ]

[ ]

1

2

0,1 4 3 ,4

4
1,4 ,4

3

S x x

x
S x

= ´ - -

-� �= ´ -
 �� �

 

Ora possiamo scrivere l’integrale doppio come somma 
di due 

1 4 4 4

40 4 3 1
3

x x
x y x y x y

xS x

e dxdy dx e dy dx e dy
- -

- - -

--

= +�� � � � �  

Calcoliamo separatamente i due integrali interni 

( )
4 4

4 3 4 4 4 2 4
1

4 3 4 3

4 4 44 4
4 2 43 3

2
4 4

3 3

x x
x y x y x x x x x

x x

x xx x
x y x y x x x

x x

e dy e e dy e e e e e

e dy e e dy e e e e e

- -
- - - - - -

- -

- -- -
- - - -

- -

F = = = - + = -

� �
F = = = - + = -� 	


 �

� �

� �
 

e i due integrali esterni 

( )
1 2 4

4 4 2 4
1

0

4 44 4 2
2 43

2
1

1
2 4 4

3
4 2 4

x x

x
x

e e
e e dx

e e
e e dx

- -
- -

- -
-

Y = - = - + +

Y = - = + -

�

�
 

L’integrale doppio dato varrà pertanto 
4 4

21
13.15411641... sinh 2

4 4 2
e e-

Y = + - » =  

Il calcolo eseguito, pur non potendosi definire difficile, può (forse) essere semplificato mediante 
sostituzione di variabili. Si veda l’ultimo paragrafo di questi appunti.                                               �  
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6. ESERCIZI DI INTEGRAZIONE IN COORDINATE POLARI 
 
La trasformazione in coordinate polari implica la definizione degli intervalli di variazione per i due 
parametri ( ),r J . Mentre per J  non ci sono in genere problemi, definire i valori che deve 

assumere r  può non essere intuitivo.
  

(6.1)� ( )
22 2

2 2

0 0

a ax x

dx x y dy
-

+� �  

Si chiede di riscrivere l’integrale in coordinate polari e di risolverlo. 

Il campo d’integrazione in coordinate ortogonali è [ ] 20,2 0, 2S a ax x� �= ´ -
� �

 

Passando alle coordinate polari ( ) ( ),  , ,S T x y r J® ® , definiamo immediatamente gli estremi di 

variazione del parametro J : 

0
2
p

J£ £  

Per il parametro r  osserviamo che esso assumerà il valore 

minimo (0) quando 
2
p

J =  e il valore massimo (2a) quando 

0J = .  Per trovare tutti i punti di frontiera in coordinate polari, 
tra i quali ci sono ovviamente il minimo e il massimo, basterà 
applicare alla frontiera stessa le equazioni di trasformazione 

cos ,  sinx yr J r J= =  
2 2 22 sin 2 cos cos 2 cosy ax x a ar J r J r J r J= - ® = - ® =  

Ora disponiamo degli estremi degli intervalli di variazione dei parametri in coordinate polari e 
quindi del campo d’integrazione T: 

[ ]0,2 cos 0,
2

T a
p

J � �= ´ 
 �� �
 

Applicando la (3.6) possiamo scrivere l’integrale doppio 

( )
2 cos2

2 2 2 2

0 0

cos sin
a

d d

p
J

J r J r J r r+� �  

e quindi calcolarlo 

( )
2 cos 2 cos 42 cos

2 2 2 2 3 4 4

0
0 0

42
4 4

0

cos sin 4 cos
4

3
4 cos

4

a a a

d d a

a
a d

J J J

p

r
r J r J r r r r J

p
J J

F = + = = =

Y = =

� �

�

 

Come si può facilmente verificare, il calcolo eseguito in coordinate ortogonali sarebbe stato più 
complesso: 

( )
( )

3

2
2

2
2 ....

3

x a x
x x a x

-� �� �F = + - ® Y =  

 

Fig. 24 
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(6.2)�  2 21
S

x y dxdy- -��  con [ ] 2 21,1 1 , 1S y y� �= - ´ - -
� �

 

Il campo d’integrazione è costituito dalla circonferenza di raggio unitario centrata sull’origine degli 
assi. La definizione degli intervalli di variazione dei parametri in coordinate polari è elementare 

[ ] [ ]0,1 0,2T p= ´  

per cui possiamo scrivere e calcolare l’integrale doppio 
2 1

2 2 2 2

0 0

1
2

0

2

0

1 cos sin

1
1

3

1 2
3 3

d d

d

d

p

p

J r r J r J r

r r

p
J

- -

F = - =

Y = =

� �

�

�

 

E’ banale verificare che sostituendo alla funzione integranda la costante 1z =  e per rr =  si ha 
esattamente l’area della circonferenza 

[ ] [ ]
2 2 2

2

0 0 0

0,1 0,2

2

r

T

r d
d d r

p p

p

J
J r r p

= ´

= =� � �
 

Se si fa variare 1 2r r r£ £  abbiamo a che fare con una corona circolare di raggi 1r  e 2r  centrata 
sull’origine degli assi la cui area è data da 

( )
2

1

2 2 2
2 21

2 1
0 0 2

r

r

r r
d d d r r

p p

J r r J p
-

= = -� � �  

 
(6.3)�  Calcolare l’integrale dell’esercizio (5.3)  in coordinate polari. 
In coordinate ortogonali il campo d’integrazione è 

[ ] 20,1 0,S x� �= ´ � �  
Dalle equazioni di cambiamento delle coordinate per la curva di frontiera abbiamo 

2 2 2 sin 1
sin cos tan sec

cos cos
y x

J
r J r J r J J

J J
= ® = ® = × = ×

 

Poiché 0
4
p

J£ £ , si avrà tan sec secJ J r J£ £  

Quindi il campo d’integrazione in coordinate polari sarà 

[ ]tan sec ,sec 0,
4

T
p

J J J � �= ´ 
 �� �  

Ora possiamo scrivere l’integrale doppio per la funzione proposta e calcolarlo 

( ) ( )
sec4 4

2 2 2 4 4 4

0 tan sec 0

1 1 4 12 26
cos sin sec tan sec

4 4 3 35 105
d d d

p p
J

J J

J r J J r r J J J J � �+ = - = - =� 	

 �� � �

 
Si verifichi che il risultato è lo stesso dell’esercizio (5.3) e si mettano le due procedure di calcolo a 
confronto. 
 

(6.4)�  Dato il campo d’integrazione in coordinate ortogonali [ ]0,2 , 3S x x� �= ´ � � , scrivere nella 

forma generica l’integrale doppio in coordinate polari. 
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Per stabilire gli estremi d’integrazione è sufficiente individuare le funzioni che compongono la 
frontiera: ,  3y x y x= = .   

La funzione secy x r J= ® =  è una retta inclinata di 
4
p

 e passante per l’origine degli assi.  

La funzione 3 3 secy x J= ®  è una retta inclinata di 
3
p

 e passante 

anch’essa per l’origine degli assi. Chiude il campo ad est una retta parallela 
all’asse delle y di ascissa 2.  

Per i parametro J  non abbiamo problemi: 
4 3
p p

J£ £  . 

Il parametro r  assumerà il valore massimo per 
1

2 2sec
cos

r J
J

= × =  

(banale teorema di Pitagora…) e poiché assume anche il valore nullo 
avremo 0 2secr J£ £  e quindi il campo d’integrazione in coordinate 

polari [ ]0,2sec ,
4 3

T
p p

J � �= ´ 
 �� �
. 

L’integrale richiesto sarà pertanto 

2sec3

0
4

( , )d f d

p
J

p

J r J r r� �
 

 

(6.5)�  ( )2 2x y

S

e
- +

��  dove il campo d’integrazione è la circonferenza di raggio a centrata sull’origine 

degli assi. 
Data la forma del campo d’integrazione è immediato passare alle coordinate polari. 

[ ] [ ]
( )2 2 2

0, 0,2T a

x y

p

r

= ´

- + = -
 

L’integrale in coordinate polari è dunque 

(6.5.1) 
2

2

0 0

a

d e d
p

rJ r r-� � f 

Risolviamo prima l’integrale interno e poi quello esterno 

( )
2 2

2 22

0
0

1
1

2 2 2 2

a a a
ae e

e d e
p

r J J
r r p

- -
- -F = = - ® Y = - = -�  

Estendendo il campo d’integrazione all’intero piano cartesiano, l’integrale doppio 6.5.1 diverrà 
improprio e varrà 

(6.5.2) 
2

2 2

0 0 0

1
2

d e d d
p p

rJ r r J p
¥

- = =� � �  

Questo risultato può essere inteso come valore limite che l’integrale doppio assume quando il 
campo d’integrazione si estende indefinitamente sino a comprendere tutti i punti del piano: 

(6.5.3) 
2 2

2 2

0 0 0 0

lim
a

a
d e d d e d

p p
r rJ r r J r r

¥
- -

®¥
=� � � �  

Ma allora, poiché si parla di passare dalla misura finita del campo d’integrazione S ad una misura 
infinita, la forma di S è ininfluente. Conserviamo questa osservazione per il paragrafo successivo. 

Fig. 25 



���������	�
�����
��������
�����������������������
 ��
������
����
 

22

7. INTEGRALE DI POISSON 
 
Torniamo alle coordinate ortogonali per raggiungere il risultato che ci interessa. 
Per quanto detto nel paragrafo precedente rispetto 
all’arbitrarietà della forma di S, supponiamo che S sia un 
quadrato di lato 2a centrato sull’origine degli assi. 
Riscriviamo l’integrale (6.5) per tale campo d’integrazione 

( )2 2 2 2 2 2
a a a a a a

x y y x x y

a a a a a a

dy e dx dy e e dx e dx e dy
- + - - - -

- - - - - -

� �
= =
 �

� �
� � � � � �  

Ora, per forma e posizione, S è completamente simmetrico 
rispetto agli assi e quindi risulta 

2 2
a a

x y

a a

e dx e dy- -

- -

=� �  

Questa identità ci permette di scrivere l’uguaglianza 

( )2 2 2

2a a a
x y x

a a a

dy e dx e dx
- + -

- - -

� �
= 
 �

� �
� � �  

Ora passiamo al limite facendo tendere a all’infinito 

( )2 2 2

2
x y xdy e dx e dx

+¥ +¥ +¥
- + -

-¥ -¥ -¥

� �
= 
 �

� �
� � �  

Ma per la (6.5.3) si ha 

2

2

xe dx p
+¥

-

-¥

� �
=
 �

� �
�  

ovvero l’integrale di Poisson 

(6.5.4) 
2xe dx p

+¥
-

-¥

=�
                                                                                                                          �  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig. 26 
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8. FORMULA DI TRASFORMAZIONE PER CAMBIO DI VARIABIL I  
 

8.1 Dimostrazione. 
 
Prima parte. 
Dato un campo d’integrazione T nel piano ( )Rc Ouv e una funzione ( ),f u v  continua in T, 

possiamo effettuare una partizione qualunque di T, ovvero che non dipende né dal numero n delle 
partizioni né dalla forma e dimensione TiD  di ciascuna di esse, e considerare la somma integrale 

( )
1

,
n

i i Ti
i

f u v
=

D�  

nella quale ( ),i i Tif u v D  rappresenta il volume del cilindroide elementare sotteso alla funzione 

nell’area TiD . 
Per tutto T sarà 

( ) ( )
1

, ,
n

i i Ti
i T

f u v f u v dudv
=

D »� ��  

Al variare di n si ottiene una successione di somme integrali e se n tende all’infinito e TiD  a zero, 
avremo che il limite di tale successione coincide con l’integrale doppio 

(8.1) ( ) ( )
0

1

lim , ,
Ti

n

i i Ti
i T

f u v f u v dudv
D ®

=

D =� ��  

Si supponga ora di voler passare dal piano ( )Rc Ouv  al piano ( )Rc Oxy  mediante le equazioni di 

trasformazione  
(8.2) ( ) ( ), ,  ,x X u v y Y u v= =  

nelle quali le funzioni X, Y sono monodròme, continue e derivabili in un campo S del piano 
( )Rc Oxy  del quale per ora non sappiamo nulla. 

Pur non sapendo nulla di S dovrà in ogni caso essere 

(8.3) ( ) ( )
1 1

, ,
n n

i i Si i i Si
i i

f x y f u v
= =

D = D� �  

Data l’arbitrarietà della partizione di T, possiamo decidere di effettuarla con una serie di costanti 
,i iu v   ottenendo n aree elementari rettangolari (si trascurano le aree di frontiera non rettangolari) 

Ti ui viD = D × D 
Secondo le (8.2) la corrispondenza tra T ed S è biunivoca e quindi la corrispondente partizione di S 
conterrà ancora n aree elementari che però, in generale, non saranno né rettangolari né ciascuna di 
area uguale alla sua corrispondente 

Si TiD ¹ D  
e di conseguenza 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 1

lim , , lim , ,
i Ti

n n

i i Si i i Tis
i iS T

f x y f x y dxdy f u v f u v dudv
D ® D ®

= =

D = ¹ D =� ��� ��  

Poiché dobbiamo dimostrare che 

( ) ( ) ( ), , ,
S T

f x y dxdy f u v J u v dudv=�� ��  

sarà sufficiente sapere cosa diavolo sia il fattore integrando ( ),J u v . 
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Seconda parte. 
Cominciamo con l’ottenere informazioni su S domandandoci quale sia l’area elementare SiD .  

Come detto, la partizione elementare di area SiD  non è in generale un rettangolo ma un quadrilatero 
curvilineo. Ma poiché la dimensione di tale partizione elementare può essere piccola a piacere, 
possiamo imporre la limitazione che i suoi lati siano rettilinei e paralleli due a due e quindi supporre 
che essa sia un parallelogramma di area 'SiD . 

Ciò significa che nel definire le coordinate dei vertici di SiD  ( 'SiD ) possiamo sostituire gli 
incrementi delle funzioni con i corrispondenti differenziali ottenendo così dei valori approssimati a 
meno di infinitesimi di ordine superiore rispetto a ,ui viD D : 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, , ,  , ,

, , ,  , ,

u u

v v

X Y
X u v X u v u Y u v Y u v u

u u
X Y

X u v X u v v Y u v Y u v v
v v

d d
d d
d d
d d

+ D = + D + D = + D

+ D = + D + D = + D
 

( ) ( ) ( ) ( ), , ,  , ,u v u

X X Y Y
X u v X u v u v Y u v Y u v u v

u v u v
d d d d
d d d d

+ D + D = + D + D + D = + D + D
 

Il che ci porta all’approssimazione 
'Si SiD » D  

Sapendo che l’area di un triangolo con vertici di coordinate ( ) ( ) ( )1 1 2 2 3 3, , , , ,x y x y x y  è dato da 

( )
1 1

2 2 2 3 2 3 1 3 1 3 1 2 1 2

3 3

1
1 1

1
2 2

1

x y

x y x y y x x y y x x y y x

x y

= - - + + -

 
 e ponendo 

( ) ( )

( ) ( )

1 1

2 2

, ,  ,

, ,  ,u u

x X u v y Y u v

X Y
x X u v y Y u v

u u
d d
d d

= =

= + D = + D

 
( ) ( )

( ) ( )

3 3

4

, , ,  , ,

, ,  ,

u v u v

v v

X X Y Y
x X u v y Y u v

u v u v
X Y

x X u v Y u v
v v

d d d d
d d d d
d d
d d

= + D + D = + D + D

= + D + D
 

Fig. 27 
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quindi sostituendo e semplificando otteniamo 

( )2 3 2 3 1 3 1 3 1 2 1 2

' 1
2 2

'

Si

Si v u v v u v u v

x y y x x y y x x y y x

Y X X X Y Y X Y X Y
v u v v u v u v v u

d d d d d d d d d d
d d d d d d d d d d

D
= - - + + -

� � � � � �D = D D + D - D D + D = D D -� 	 � 	 � 	

 � 
 � 
 �

 

Ma poiché 0u v TiD D = D >  si ha 

Ti Si

X Y X Y

u v v u

d d d d
d d d d

� �D - » D� 	

 �

 

Poniamo il secondo fattore del primo membro sotto forma di determinante 

( ) ( ), , Si
Ti Ti Si

Ti

X X
u v J u v J u v
Y Y
u v

d d
d d
d d
d d

D
D = D » D ® »

D

 
Risolviamo infine l’approssimazione facendo tendere a zero TiD  

( )
0

, lim
Ti

Si

Ti

J u v
D ®

D
=

D  
Il determinante così ottenuto è il Jacobiano della trasformazione, detto anche determinante 
funzionale. 
Dalla (8.3) abbiamo 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

, , , , ,
n n n n

i i Si i i Si i i Si i i Ti
i i i i

f x y f u v f x y f u v J u v
= = = =

D = D ® D » D� � � �  

da cui passando al limite  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 1

lim , lim , , , , ,
i Ti

n n

i i Si i i Tis
i i S T

f x y f u v J u v f x y dxdy f u v J u v dudv
D ® D ®

= =

D = D ® =� � �� ��
Cdd 

 

8.2 Due applicazioni lineari 

(8.4)�  Sia dato l’integrale pazzesco 
( )
( )
y x

y x

S

e dxdy
-

+��  con [ ] [ ]0,2 0,2S x= ´ -  

E’ subito evidente la convenienza di un cambio di variabili come il seguente 

a) 
u y x

v y x

= -�
�

= +�
 

Quindi l’integrale diventa 

b) ( ),
u

v

S

e J u v dudv��  

Si riguardi l’esercizio (5.5) e si noti come l’integrale doppio trasformato e con questo ordine 
d’integrazione sia facilmente risolvibile. 
Abbiamo però bisogno del Jacobiano della trasformazione e della ridefinizione degli estremi 
d’integrazione per le nuove variabili. 
Per trovare il Jacobiano dobbiamo risolvere il sistemino a) delle due equazioni di trasformazione 

c) ,  
2 2

v u v u
x y

- +
= =

 
Il valore assoluto del determinante funzionale sarà dunque
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( )
2 2

1 1 1 1 1
,

2 2 2 2 2
2 2

v u v u

u vJ u v
v u v u

u v

d d

d d

d d

d d

- -

= = - × - × =
+ +

 

Ora ci occorrono gli estremi d’integrazione per le nuove variabili. 
La frontiera di S è costituita dal segmento ( )0,2  sull’asse delle x, da un identico segmento sull’asse 

delle y, e dalla funzione 2y x= - . 
Questa funzione nelle nuove variabili diventa 

2 2
2 2

v u v u
v

+ -
= - ® =  

Poiché il Jacobiano è diverso da zero, l’applicazione è invertibile e le c) possono essere risolte in 
,u v  in funzione di ,x y : 

per 0x =  si ha u v=  
per 0y =  si ha u v= -  
Quindi in campo d’integrazione con cambio di variabili sarà 

[ ] [ ], 0,2T v v= - ´  

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
Ora possiamo applicare la formula di trasformazione delle variabili 

( )
2 2

0 0

1 1 1 1
,

2 2

u uv
v v

S v

e J u v dudv dv e du v e dv e
e e-

� �� �= = - = -� 	
 �
 �� �
�� � � �

 
 
(8.5)�  Risolvere con cambiamento di variabili l’integrale dell’esercizio (5.8). 
E’ immediato pensare ad una sostituzione del tipo 
x u v

y u v

= +

= -
 

ma così facendo otterremmo l’integrale doppio scomodo 

( )2 ,v

T

e J u v dudv��  

e pertanto troviamo più conveniente la sostituzione 

2

2

u v
x

u v
y

+
=

-
=

 

che porta all’integrale doppio 

Fig. 28 
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( ),v

T

e J u v dudv��  

Il valore assoluto del determinante Jacobiano per 
questa trasformazione è 

( )

1 1
1 12 2,

1 1 2 2
2 2

J u v = = - =
-

 

Ora dobbiamo ridefinire gli estremi d’integrazione e 
a questo scopo studiamo come cambia la frontiera 
del campo d’integrazione col cambio di variabili. 
Poiché il Jacobiano è diverso da zero, l’applicazione 
è invertibile e le equazioni di trasformazione 
possono essere risolte in ,u v  in funzione di ,x y : 

,  u x y v x y= + = -  
Le tre funzioni di frontiera di S in T divengono 

4
2 4

3
4 3 4 2

4 4

x
y v u

y x v u

y x u

-
= ® = -

= - ® = -

= - ® =

 

e quindi le coordinate dei vertici di S 
( ) ( ) ( )1,1 , 4,0 , 0,4 , per T saranno 

( ) ( ) ( )4,4 , 4. 4 , 2,0- .  

Ora [ ] [ ]2,4 4 2 ,2 4T u u= ´ - -  è simmetrico rispetto all’asse delle u  e quindi possiamo scrivere e 

risolvere l’integrale doppio per T  u-normale senza ricorrere ad alcuna partizione: 
4 2 4

2 4 2

2 4 4 2

4 4 4 4
2

1
2

1 1 1 1
13.15411641... sinh 2

2 2 2 2 2 4 4 2

u
v

u

u u

du e dv

e e

e e e e

-

-

- -

- -

F = -

� �
Y = - - + = + - » =
 �

� �

� �
 

�  
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