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2.5. Teorema dell'additivita della misura

3. Calcolo degli integrali doppi
3.1. Scrittura dell'integrale doppio
3.2. Formula di riduzione
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Nota.

Non ho dedicato che poco spazio ai procedimentitejrazione in quanto tali.

In questi appunti mi ha interessato soprattuttstiauttura dell'integrale doppio in coordinate sia
ortogonali che polari cosi come essa discende dilidio del campo d’integrazione e degli estremi
d’integrazione. Poiché un tale approccio presciggasi totalmente dalla funzione integranda, non
ho ritenuto opportuno allungare il brodo con madaaissaggi per illustrare il calcolo dei vari

integrali doppi le cui tecniche do per acquisite.

Per gli stessi motivi ho appena sfiorato negli esan problemi di calcolo di aree e volumi.



1. PREMESSE

Unintegrale semplice dato dalla scrittura
b

(1.1) fdx
y e a
v dove f = f(x) & una funzione di variabile

-2
/_\H reale a valori reali ga,b]® T *un
\ dominio d’'integrazione monodimensionale
1 / costituito da un segmento dell'asse delle
Il risultato del processo d’integrazione € un
numero che geometricamente si puo
X interpretare come area del rettangoloide

- b=2 (giallo) sotteso al grafico df (x)

Fig. 1 .
nell'intervallo [a, b] .

Unintegrale doppi@ dato dalla scrittura

(1.2) fdxdy

S

dove f = f(x, y) € una funzione continua di
-2~ due variabili reali da,b] [ d® & ?un
dominio d’integrazione bidimensionale
costituito da una superficie finita del piano
Oxy che chiameremoampo d’integrazione
Il risultato del processo d’integrazione & anche
guesta volta un numero, numero che

geometricamente si puo interpretare come il
volume del cilindroide sotteso al grafico di

= . f (X, y) che, nell’esempio di fig.2, ha per base
0
y
d=1 1
1]
a=0
5 % Fig. 2
il campo d'integrazione (azzurr@=[ x=0,x=1" y= 0, = %
ed é delimitato superiormente dalla superficie relppresenta la
funzione (verde} = ¥ + Y nel campo d'integrazione (fig.3). a=c=0 Fig.3 211

In linea del tutto generale il calcolo di un intalgrdoppio consiste esattamente in quello che
suggerisce il suo nome: una doppia integrazione.

Ma i particolari della faccenda vanno messi a fuadainzione delldforma” del campo
d’integrazione, ovvero della sua frontiera.

Per questo motivo possiamo piu propriamente defiglirintegrali doppi comategrali di campo
e ricordiamo, se mai ce ne fosse bisogno, cherksl pampre di intervalli chiusi e che quindi il
campo d’integrazione comprende anche i punti del&afrontiera.



2. CAMPO D’'INTEGRAZIONE

2.1 Frontiera del campo d’integrazione
In via esemplificativa, la frontiera di un campantiégrazione puo essere pensata come costituita da
sole costanti (fig.4a), da sole funzioni (fig.5 wha combinazione di funzioni e costanti (in fig.

4b,d,e,f,g,h gli assi sono le costanti).
| h G | ( |

iy h

A

Si noti come le funzioni che prendono parte albafiere dei campi d’integrazione della fig.4 siano
in ogni caso attraversate esattamente due voltgtidale parallele agli assi. Nella fig.5 sonodng
rappresentate frontiere costituite da funzionilpequali cido non avviene.

Analogamente a quanto accadrebbe se si voless#araltintegrale ordinario esteso alle funzioni
di fig.4d,e,qg, i campi d’integrazione di queste
figure, quello di fig.4c e quelli delimitati dalle ¥
frontiere della fig.5, non possono essere adopel e
per l'integrazione estesa direttamente all’intero
campo, ma grazie alle proprieta datlditivita
della misura(2.6) ealla proprieta di additivita
degli integrali doppi (2.1), sempre analogament Fig. 5
a quanto accade per gli integrali ordinari, essi
possono essere opportunamente suddivisi in
sottodomini per poi procedere al calcolo =" &

dell'integrale doppio esteso all'intero dominio

come somma degli integrali doppi estesi a ciasotiodominio.

Si prenda confidenza sin d’ora col fatto che i cadliptegrazione devono essere considerati come
“orientati” nei confronti di un asse o dell’altro a secondaaine si presenta la scrittura
dell'integrale doppio dato, oppure, data una fungimtegranda ed un campo, a seconda dell’ordine
d’integrazione che si intende adottare.

Sottolineiamo infine come lo studio del campo d&mazione e la scelta dell’'ordine d’integrazione
siano preliminarmente fondamentali per la buonscita del calcolo, e pertanto in questo lavoro ci
interessera principalmente questo aspetto piuttdsdo sviluppo del calcolo integrale in se i cui
passaggi negli esercizi saranno evidenziati in raisdotta.

Fig. 4

2.2 Proprieta fondamentali degli integrali doppi

(2.1) Proprieta di additivita: fdxdy=  fdxdy+  fdxd doveS= S+ S
s 5] $

(2.2) Proprieta di linearita: c( f+ g)dxdy: c fdxdy ¢ gdxc

S S S



(2.3) Proprieta di confronto: fdxdy£  gdxdyse in tuttoS f £ g

S S

(2.4) Proprieta di valore assolut%: fdxd>{£ | f| dxdy@ un corollario della (2.3))
S S

(2.5) Proprieta di positivita:  fdxdy3 0 se in tuttoS f 3 0 (& un corollario della (2.3))

S
Queste proprieta discendono dalle equivalenti petgpdegli integrali ordinari mediante i quali
abbiamo definito gli integrali doppi e pertantoaraettiamo la dimostrazione.

2.3 Campi d’integrazione normali
Cosa vuol dire consideraferientato” un campo d’integrazione ?
Ecco due definizioni.
Si definisconacampi d’integrazione normatispetto all’asse delle quei campi la cui
frontiera e attraversata solo due volte da tutfeelpendicolari all’'asse delie
Si definisconacampi d’integrazione normali all’ass#elley quei campi la cui frontiera &
attraversata solo due volte da tutte le perpendicall’asse dellg.
Tutti i campi d’'integrazione delimitati dalle froate della fig.4 sono normali rispetto ai due aissi,
campi d’'integrazione delimitato dalle frontiereldelg.5 sonarregolari, ovvero non normali
rispettivamente all’asse debee all’asse dellg.
Formalmente definiamo un campo d’integrazione

x-normale: S={(x YT [al} : (£ & f( ¥
y-normale S={(x Y1 ~ [cd: f( § & f( ¥
potendo naturalmente essere anche

s={(xy)T ~[cd: f(§ & f( ¥
s={(xyT ~[cd: f(§ &= f( ¥

In tal caso lo chiameremo semplicemente cadipegrazione normale.
Un campo d’integrazione normale puo essere utiitzzasi com’e per I'integrazione ad esso estesa
oppure no. In questo caso e necessario procedemnaaslia partizione in sottodomini.

xy-normale

2.4 Partizione del campo d’integrazione
Nel prendere in considerazione un campo

d’integrazione com&-normale piuttosto che
y-normale o vicevers& necessario analizzare le
funzioni che prendono parte alla sua frontiera.

In fig.6, se si considera il campo d’integraziooene

x-normale, al variare di nell'intervallo[- 1,1,y Q R
assumera sempre un valore minimo sulla funzione e ,//

y =1- ¥’ ed uno massimo sulla funzione= X e 9 i

pertanto tali funzioni fungeranno da estremi Fig. 6

d’integrazione rispetto ad .
Al contrario, se consideriamo il campo d’'integraaomey-normale, al variare di

nell'intervallo [0,1], x assumera un valore massimo ed uno minimo contempamente su una

stessa funzione per ciascuna meta dell’intervatiaiedi non disporremo di estremi d’integrazione
univoci rispetto ac.



Volendo conservare tale orientamento del campdetjrazione, lo di dovra dividere in due
sottodomini tramite la costantg= 0.5.

Situazioni analoghe si verificano coi campi d’im&gone delle fig.4c,d,g

Avendo parlato di partizione di un campo d’integoae ci si dovrebbe chiedere se cio e lecito.
Abbiamo gia dato una risposta affermativa citandedrema di additivita della misura

E’ giunto il momento di enunciare e dimostrare tal@ema.

2.5 Teorema dell’additivita della misura
Se S e un dominio x-normale o y-normale, &€ sengssilfle effettuare una partizione in n
sottodominiS, S,..., $ x-normali o0 y-normali per la quale vale 'uguaghza

26)m(g= ng=m S
i=1 i=1

Dimostrazione.

La misura del campo d’integrazione di fig.6 e dida

b b
m9= f(3dx f(xd
Ciascun s_ottodominiq ha misura

m(%): f(Xde f(Xdx f( ) f.( x dPerlaproprieta (2.1) si ha dunque
-1 -1 Pl

m(s)= f(R- f.() dx

i,j=1 ij=1j-1

(0 £ (¥ dwz (3 4() o= b




3. CALCOLO DEGLI INTEGRALI DOPPI

3.1 Scrittura dell’integrale doppio
Se il campo d’integrazione e quello di fig.4 coggia

unitario, la scrittura generica di un integrale piope la In questo lavoro le scritture
seguente: fdxdy? fdyd>
(3.1) fdxdy, doveS=[0,]"[0,f] e f =+1- ¥* s s

Indicano I'orientamento del campo

y T gL d’integrazione
In questo caso sono indicati nell’'ordine: Questa notazione differenziata e non 4

Orientamento del campo d’integraziogajormale generalmente adottata nei testi di calcol

Estremi d’integrazione rispetto a questo orientamen

Funzione di frontiera
(3.2) fdydx,doveS=[0,4"[0,f] e f =y1-y?

S

e lo stesso integrale doppio ma con campo d’inzgnax-normale.
Queste scritture sono generiche perché mancarefdaltione integranda e non evidenziano la
struttura del calcolo. Si noti che lI'inserimentdlaéunzione integranda nella (3.1) o nella (3.@hn
modifica affatto la struttura del calcolo; taleensnento specifica solamente la forma della base
superiore del cilindroide il cui volume e rappresén dall’'integrale doppio.
Cosa rappresenterebbe la (3.1) o la (3.2) se ladna integranda fosse la costaatel ? (cfr.
(4.5), (6.2))
In ogni caso le due scritture non definiscono ssfiddentemente la struttura del calcolo; a tale
scopo vengono utilizzate le seguenti:

formula di riduzione per il calcolo in coordinateagonali

formula d’inversione della precedente

formula di trasformazione per il cambio delle vhiia

formula di trasformazione per il cambio di coordena

3.2 Formula di riduzione
Come dice la parola, la formula di riduzidmeluce” la scrittura generica di un integrale doppio
come le (3.1), (3.2) ad una formula calcolabileaordinate ortogonali, indicando I'ordine di

esecuzione dei due integrali e i relativi estremi
d b

(3.3) fdxdy® fdx dy

S c a

Chiameremantegrale internd’integrale
b

F= fdx

edintegrale esterndintegrale
d

Y= Fdy
che coincide, ovviamente col numero che rappredemiegrale doppio.
Come leggere I'orientamento del campo d’integraginella formula di riduzione ?
b d
fdydx= fdy d> il campo d'integrazione € considerataormale
S c
d b
fdxdy= fdx dy il campo d’integrazione é considergtmormale

S c a



Come si vede, per valutare I'orientamento del cam@d deve riferire all’integrale esterno.

3.3 Formula d’inversione
fdxdy=  fdyd>

S S

ci dice che ¢é possibile invertire I'ordine d’integrone
d b b d

(3.4) fdx dy= fdy d:

a patto che vengano opportunamente ridefiniti gflieeni d’integrazione.

Per guanto detto a proposito della formula di ridoe, 'applicazione della formula d’inversione

inverte un campo d’integrazioxenormale in ung-normale e viceversa.

3.4 Ridefinizione degli estremi d’integrazione

Se il campo d’integrazione € normale abbiamo Iaibdga di invertire I'ordine d’'integrazione

ridefinendone gli estremi.
Il ragionamento-tipo da fare e il seguente:
Se consideriam8 comex-normale

1. tutti i punti diShanno ascissa compresa nelI’interveilEbob]
2. tutti i punti diShanno ordinata minore o uguale ai valori di frerdi
della funzioney = f ()
Se invece considerian®comey-normale
1. tutti i punti diShanno ordinata compresa neII’intervaﬂh:) d]

2. tutti i punti diShanno ascissa minore o uguale alla funzigref (y)

Passiamo alle formule per il campo d’'integrazionfgdB.

Se consideriam8 comex-normale la formula di riduzione e del tipo
b f4

dx fdy

a fa

Tutti i punti diSavranno ascissa nell'interval|®,] .

Fig. 8

Per trovare le ordinate dobbiamo esplicitare rispady I'equazione della funzione di frontiera

X +y =1® y=++1- ¥

Pertanto avremo
s=[04]" -v1 X N1 X

Possiamo quindi scrivere la formula di riduzione

1
dx fdy
0 i

Se invece consideriancomey-normale
d

dy fdx

c f,

tutti i punti di S avranno ordinata compresa nleﬂé'rvallo[- 1,]]

mentre per trovare le ascisse dovremo esplicitapetto ad I'equazione della funzione di

frontiera
X=H1- ¥y



Pertanto avremo
S= o041 ¥ "} 1]

e la formula d’inversione sara
1 by

dy fdx
-1 0
Concludendoil lavoro da fare per invertire I'ordine d’integréane € quello di ridefinire gli
estremi d’integrazione su costanti e funzioni esatie rispetto alla nuova variabile in modo
univoca
Nell'invertire I'orientamento del campo d’integrame non deve accadere, ad esempio, che al
variare dix (o diy), y (0 X) assuma un massimo € un minimo contemporanearsembge funzioni
diverse: non disporremmo dei relativi estremi agriazione !

3.5 Formula di trasformazione per cambio delle vaipili

Puo darsi che I'integrale doppio, nella forma imdene proposto, sia di difficile soluzione.

E’ allora conveniente prendere in considerazionalagamente a quanto accade negli integrali
ordinari con l'integrazione per sostituzione, Iat#azione delle due variabili

x=X(uv), y=Y(uy
Foey)® f(X(uy. Y(yY)

da cui abbiamo la formula di trasformazione
(3.5) f(x y)dxdy® f( Xuy, X u))‘ 0 u)p dut
S T

La trasformazione e un’applicazione iniettiva chenieha punti distinti di’ in punti distinti diS.
La dimostrazione di questa formula non & né brévelementare e pertanto I'abbiamo relegata alla
fine di questo lavoro per quanti di voi sono ingsiai a conoscerla.

3.6 Formula di trasformazione in coordinate polari

E’ immediato dedurre che la (3.5) puo essere atlia per calcolare gli integrali doppi in
coordinate polari, cosa che puo essere da converaemolto conveniente a seconda della forma
del campo d’integrazione e della funzione integearahche se la definizione degli estremi
d’integrazione € meno intuitiva che nel calcolaaordinate ortogonali.

Le equazioni di passaggio dalle coordinate ortolj@nguelle polari sono

x=X(rJ)=r cad ,y=Y{J, )= &in

Per passare dalle coordinate ortogonali a quelkzipapplicando la (3.5) ci occorre il valore
assoluto del determinante Jacobiano della trasfnona

™% T
I | _|| cosJ s
S A Wiodiid b
VoW

Ora possiamo scrivere la formula di trasformazioolgpassaggio di coordinate
(3.6) f(rcos/; sih) dJd

.
Si noti che ser =0 la (3.6) ha ancora senso, come € ovvio, percle taso si avrebbe

mis(T)=0® mig = 0



4. ESERCIZI SUI CAMPI D'INTEGRAZIONE E SULLA FORMUL A D’'INVERSIONE

1 1 1 1
(4.2) dy fdx= dx fdy ,
0 0 0 0 .
2 4 4 2 ;
(4.2) dy fdx= dx fdy .
13 3 1 : %
3 3 Fig. 9 i 3 3
2 2 2 2
(4.3) dy fdx= dx fdy
10 o 1
2 2

Se la frontiera del campo d’integrazione e cos#tda quattro costanti (fig.9), la ridefinizionegtie
estremi d’integrazione consiste nel loro scambuindy la formula d’'inversione consiste nello
scambio diretto dell’'ordine d’integrazione con teficestremi.

1 X
(4.4) dx fdy

0 0
Sé un triangolo isoscele di lato 1 ancorato nelfioe ed éx- i
normale (fig.10)
Data la simmetria della funziong= x rispetto agli assi la formula
d’inversione puo essere scritta direttamente y
1 y // y=X
dy fdx i Fig. 10

0 0

1 V1$ oL | x
(4.5) dx fdy

-1 0
Poiché I'estremo superiore dell'integrale internequazione della circonferenza di raggio unitario
esplicitata rispetto allge I'estremo inferiore e nullal, campo d’integrazione e costituito da una
semicirconferenza centrata sull’origine degli &skex-normale.
Se si consider& comey-normale, le ordinate dei suoi punti

varieranno neII’intervaIIc{O,]] e le ascisse nell'intervallo - ’//,_{_ﬂ_h_‘a\ '
- YR LY _ / 05 .7__\?\ _
Pertanto la formula d’inversione sara / \\
1 Y J n
dy fdx T Fig. 11 t

Per le proprieta (2.1) e (2.6) potremmo scrivergdgrale doppio proposto come somma di due
integrali doppi, 'uno esteso al campo con frorigmuarto di circonferenza del 1° quadrante e
I'altro esteso al campo con frontiera il quart@idconferenza del 2° quadrante
1 V1 0 1 1 Vi

dx fdy=dx fdy+  dx fd

-1 0 S RN S 0 1
1 1 %2 1 0 1 1 %2

dy fdx=dy fdx dy fd
0 N y2 0 N XZ 0 0



Area del cerchio e volume del cilindro

Come detto nel paragrafo 1.1, I'integrale doppjzprasenta geometricamente il volume del
cilindroide sotteso alla funzione integranda nehpa d’integrazione.

Se ora supponiamo che la funzione integranda si&astantez =1, appare ovvio che l'integrale
doppio rappresentera esattamente la misura deladfimegrazione o il volume del cilindro con
base il campo d’integrazione ed altezza unitaria.

1 1 %2 0 1 1 1 %2

dx dy= dx  dp dx dgPiteP 4P
-1 0 -1 12 0 1 4 4 2
1Y 1 0 1 i

dy fdx= dy  fde dy fde2 +2 =£
0 1 y2 0 1 %2 0 0 4 4 2

1 W
(4.6) dx fdy

0 X3

Il campo d’integrazione g-normale (fig.12)
s=[0,]" X x

Se si inverte I'ordine d’'integraziong.ey-normale e i suoi punti
hanno ordinata minore o uguale ad 1. Per le asbissgna
risolvere rispetto ad le due equazioni

y=xX® x= Jy
y=J/X® x= Y
Pertanto aviem&=[0,]" ¥ 3y

da cui la formula d’inversione
1 3y
dy fdx Fig. 12

2

0 vy

1 1y
4.7) dy fdx
Se calcoliamo I'integrale proposto della costamtgania, otteniamo la misura del campo
d’integrazione y-normale, fig13) che, come ci aspettiamo, e

Applichiamo la (2.6) e creiamo due partiziddF S + $ dove

S= -y ¥,00 [0}
S, =[1- y1 [0}

In forza della proprieta (2.1) I'integrale doppimposto puo

essere scritto come somma di due integrali doppi
1 0 1 1

dy fdx+ dy fd

N 0 Ty

0




che, cosi come sono scritti, rappresentano rispeténte la superficie del quarto di circonferenza
di raggio unitario e del triangolo di lato unitario

L’inversione dell'ordine d’integrazione comportadeguente ridefinizione degli estremi
d’integrazione

s=[-1d -1 2.0
s,=[04°[oz }

Dunque la formula d’inversione sara
0 0 1 X

dx fdy+ dx fdy

1 e 0o 0

1 3y

(4.8) dy fdx

oy
2

Il campo d’integrazione (fig.14)¥normale ma cosi com’e non puo essere utilizzatohgeda
frontiera e costituita da una costante e due fumzo ciascuna delle quali al variareydk assume

un massimo e un minimo; cio ci impedisce di stad#istremi d’integrazione univoci per I'integrale
interno.

Se invece consideriamo il campo d’integrazione cgmermale, vediamo che al variarexgly

assume consecutivamente un massimo e un minimoastunzione, un valore costante, un
massimo e un minimo su un’altra funzione e quiradiglamo pensare ad applicare la proprieta (2.1)
Infatti osserviamo che:

dall’equazionex =+/3- y* sey =0 si hax=+/3
dall’equazionex =+/3- V¥ sey=1sihax=+/2

dall’equazionex = y2 sey=1si hax-;
Applichiamo dunque la (2.6) per ripartire il campo
d’integrazione in tre sottodomiginormali
1, Y
= 0=" 0~—
3 2 2
_ 1 .
= -2 7[od .
\
S, = V2437 043 ¥
Esplicitiamo le due funzioni rispetto gd 13| 1 x=42[x=.3
2
x=y7® y= V2x Fig. 14

X=43- ¥® ¥ +3 X

e ridefiniamo gli estremi d’integrazione considatam sottodomink-normali
q_o—'o\/_ S= 1[2[0]1@[2«/‘3 Q-3 %

Infine applichiamo la (2.1) scrivendo la formulandersione

11



2 2 V2 1 V3 3%
Y= dx fdy+ dx fdy dx fd
0 0 1 0 J2 0
2
Fig.15 7 ™
p  sinx 7 \\
(4.9) dx fdy e y \\
o o v A \
Il campo d’integrazione di figl5xnormale nel 1° y \
guadrante, quindi con valori sempre positivi. ” y \
Abbiamo S=[0,p]" [0,sin¥ 4 \
Risolviamo I'equazioney = sin x rispetto ad ottenendo tre °'j/
radici /
X =arcsiny, Xx=p - arcsiry ,x- p- arcsiy ! ? ’

la terza delle quali non ci interessa perché falpberalori negativi & fuori del campo
d’integrazione.
Considerando ora il campo d’integrazione coamdrmale avremo
S=[arcsinyp - arcsin| [ O]:
1 p- arcsiny
La formula d’inversione sara pertantaly fdx

0 arcsiny

(4.10) fdydx

S
Con la notazione utilizzata in questo lavoro il gam
d’integrazione viene consideratenormale (fig.16).
Al variare dix, y assume valori diversi sulle due funzioni d
frontiera ed impostare in tal modo I'ordine d’intagione &
conveniente in quanto comporta una semplificazamie
calcoli.
Infatti, in tal caso abbiamo un campo d’integraeion

s=[-19 [1.£] | i

la cui frontiera & costituita dalle funziopi X°, y=

1+ X2 -1 G
e l'integrale di campo e Fig. 16
2
1 12
dx fdy
-1 XZ

Volendo applicare la formula d’inversione, si cagisubito che se il campo d’integrazi@e
y-normale non e utilizzabile cosi com’é. Infattvakiare diy, x assume un massimo e un minimo
contemporaneamente su funzioni diverse ed non digpw quindi di estremi d’integrazione
univoci. Pertanto, volendo conservare I'ordine tfgrazioneSva diviso in due sottodomini

S= $§+ S mediante la costantg =1.
Dopo aver esplicitato le funzioni di frontiera retfp adx avremo

S = _JZyy,JZyy'[l,q, = -Jwy [0}

12



Con la formula d’inversione si ha dunque
2y
2 vy 1y
dy fdx+ dy fd
1 C[2-y 0 -y
y

(4.11) Dato il campo d'integrazion&=[1,4" [0,In } x-normale, scrivere formula di riduzione,

formula d’inversione, disegnare i grafici.
Per la formula di riduzione si ha s

e In x 1

dx fdy

1 0

Una volta disegnato il grafico della frontierayede
agevolmente che per invertire I'ordine d’integramo
gli estremi vanno ridefiniti come segue: Fig. 17
yvariadaOal

x varia sulla funzione di frontiera data ma espiigitrispetto as: x = €’
Pery=0® &=1epery=® &= ¢

Quindi il campo d’integraziong-normale sara

S= ¢,e [0
e la formula d’inversione
1 e
dy fdx
0 eY
p  sinx
(4.12) fdy dx.
0 —sing 1
Scrivere la formula d’inversione. 31 _
E’ conveniente disegnare immediatamente la 2n
frontiera per capire cosa fare. E’ subito evident ) $ n
che la situazione € del tutto analoga a quella 3“‘&‘_1 e
dell’'esercizio (4.10) e pertanto dovremo usare 1 e ; :
I'asse dellex come costante per dividere in due Fig. 18

il campo d’integrazione.

Esplicitiamo le due funzioni di frontiera rispetitha x:

y=sSinx® x= arcsiny

y=- siné@ = - 2arcsiny

Poiché0 £ x £ p il campo d’integraziong-normale, partito i due sottodomini, sara
S= S+ S=[arcsin yp - arcsinj [ O}t | 2arcsing] -[ 1

Da cui la formula d’inversione

p  sinx 1 p- arcsiny 0 P
fdy dx= dy fd dy fd
0 -Siné 0 arcsiny -1 - 2arcsiy
2
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5. ESERCIZI DI INTEGRAZIONE IN COORDINATE ORTOGONAL |

X2

(5.1) Sia data la funzione integranflaa —— e il campo d'integrazion&=[0,1"[0,1
Il grafico della funzione integranda € quello @j.1i9.

Il campo d’integrazione € un quadrato di lato uroteé evidentemente normale e il suo
orientamento non fa alcuna differenza poiche dleesi d’'integrazione coincidono.
L’integrale di campo e
2

X ds La scrittura  fds indica che I'ordine d’'integrazione non & ancoreacid®

2
s1+y s
Eseguiamo i calcoli con la formula di riduzione smerando il campo d’integraziogenormale
11 2

X
sdx dy=

0 01+y
1' d 1|
= yz =—| arctan =P
3,1+y" 3o

Se consideriamo il campo d’integrazione come
x-normale dovremo semplicemente invertire
I'ordine d’integrazione.

Ora applichiamo la formula d’'inversione e

controlliamo che il risultato non cambi

1 1 X2
2

0 O:I'-I-y

1

dy dx=

4

(5.2) x*+2y con

s=[0.9]"[0.]

La funzione integranda é quella della fig.20

Il campo d’integrazione é rettangolare e quindinmale.

Invertendo 'orine d’integrazione gli estremi ncangbiano ma
andranno scambiati.

Per I'esattezza, gli estremi d’integrazione devesgere scambiati
anche se il campo d’integrazione € quadrato corttesercizio (5.1),

Fig. 20 soltanto che essendo essi in quel caso coinciderstitambio € solo
formale.

i L’integrale di campo é

“\/\ ( (Xz +2y) ds
S
PerS ynormale avremo

Ceeay)axdy= | Xaayde Lezy apl Y 14

X+ X dy= — + = =+ <+ y=—
OO( y) V= |ty e G2y dr g 5

PerS xnormale avremo

14



1 2 1
(x2 + 2y) dy dx=

0 0 0

123 14
22 44 ==
o 3 3

Z X Wy dx:1(2 §(+4) dx

0

(5.3) x*+y*cons=[0,1" [0, f]

In questo caso la frontiera del campo d’integragiercostituita dalla retta =1 e dal tratto di
parabolaf =y =x,0£ x£1 (fig.3)

Nella fig.2 la funzione integranda é rappresendatta superficie verde interna al campo

d’integrazione.
Scegliendds comey-normale, gli estremi d’integrazione saranno

s=[0,4]" 0,¥

ed avremo l'integrale doppio Iy
1 X
fdydx="dx ( %+ ) _
T
s 0 o0 i
Questa scrittura € identica alla seguente 1 —fT
2 P
1 X 2 e
0 o(X+y2)dy dx .f’/
e, come si e visto, le usiamo entrambe. ; ] =
Calcoliamo separatamente l'integrale interno e \\ T 2
X2 X2 3 XG
F = X2+ yi)dy=| ¥ Y - X+
0 ( Y ) Y=o XY 3 3 Fig. 21 -1 \M“‘x
e quindi quello esterno e,

13<5+x7 26

y=1 1(3x“+x6)dx:—1 =+ =
30 30 5 7 10¢

Quando il campo d’integrazione non € un rettangahertendo 'ordine d’integrazione gli estremi
non possono essere semplicemente scambiati maaegsare opportunamente ridefiniti.
In questo caso, esplicitando la funzione parakisfgetto allax, abbiamo la frontiera

S= 0,y "[0]

da cui I'integrale doppio
Vo,

o (x +y2)dx dy

L’integrale interno:

F= oyz(x2+ yz) dx=

Y 3 yP
Z + xf=21-+
o3 Y 3 y

L’integrale esterno:

1ty" 3y 26

l 1
Y== (y+3y')dy=2| =+ =
BO(y y)y 30 7 5 10t
Si osservi che 'operazione d’inversione degli esirr
d’integrazione €, in questo caso, un’operazione di

inversione degli assi (fig.21)

2 2
(5.4) Xty dxdy
s Xty
La funzione integranda e quella della fig.22.
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Il campo d'integrazione g-normale con estremi d'integrazio®=[0, J{ " [0,]

Applichiamo la formula di riduzione

1 y 2 2
dy x*y

0 0 X+ y

L’integrale interno vale
2

dx

F=2¢In2 >

2

e quello esterno
Y = 2ln2 1
3 6

E’ immediato verificare che lo stesso risultatotsiene applicando la formula d’'inversione al
campo d'integraziong-normaleS=[0,{" [0,

y
(5.5) ex dxdy
S
Nella fig.23 il campo d’integrazione € lo stesso
dell’'esercizio (5.4). Poichéynormale si avranno gli

estremiS=[0,]" [0.,]

La formula di riduzione porta alla scrittura
1 y y

dy e dx
0 0
Si vede subito che lintegrale interno rispettaxad
non é di facile soluzione, mentre e intuibile la
semplificazione di calcolo che si ottiene integrand
rispetto ady.
La ridefinizione degli estremi d’integrazione non
comporta alcun problema; essendo la funzione di
frontiera simmetrica rispetto agli assi si avra

s=[0.9" [0

x Y
F= edy= el
0

mentre I'esterno varra
1

Y=(e-1) xde %1:0.8591409142.

0

(5.6) xydxdy, con S=[y- 2,2y [0,
S
La funzione integranda e il campo d’integraziooeasrappresentati in fig.24.
Seéy-normale.
Applichiamo la formula di riduzione
2 2y
dy xydx

0 y-2
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L’integrale interno vale

o, 1
=3y Yy eay- 4y
mentre l'integrale esterno vale
y=1 (3y°+ 4y*- 4y) dy 2
2, 3

s (X +y)dxay

Date le due funzioni di frontiera di fig.25
y= NG Yy 4
X+ y =2

si consideri un campo d’integraziop@mormaleS= $ + S con

s = Jw2- ¥ " [0]
S, = 042- ¥ - 420

L’integrale doppio sara

1 2y
fdxdy=dy ()%+))dx:20\/_2 &

S oy

fdxdy= d X+ Y de-—F
fody= oy (R+ y de-=2
fdd_zofzsz/_z 162 3
S 15 30
Se si vuole conS|derare il campo d’integrazioneegmormale, il
sottodominioS, non potra piu essere utilizzato direttamente.tinfa

al variare dix, y assume lo stesso valore su due funzioni diverse.
Quindi dovremo dividerlo in due sottodomini e rieéte tutti gli
estremi d'integrazioneS = §,+ §,

s, =[0.4"
S,= 1727 042 X

S, =042 -4v2 ¥,0

Ora possiamo scrivere l'integrale doppio e caldolar

2

fdyde= ax ( 2+ ) dy-

S o o
G 2R
fdydx= dx ( X+ 3) dy=2—\/§-Ll
s, L o 3 30

17



V2 0
fdxdy= dx ()%+ 3) d;z-z_\/E
S 0 -JzZx2
4 /2 11 2/2 14 2
fdxdy=—+ -
] 15 3 30 15 30
Si noti che
dyar  fdydet 42 AL e 282
.. . 15 3 30 30

(5.8) e“ Y dxdy

S
con il campo d’integrazione limitato dalle funzioni
X+y=4 3x+y=4, x+3y= 4
L’integrale non pud essere esteso all'intero campo
direttamente, né se lo si considgmormale né se lo si
consideray-normale. Utilizziamo pertanto la costante
x =1 per dividerlo in due sottodomirinormali:

S=[01"[4 3x,4 ¥
s =[14" X4 x ' \

y=(4-%}/3 -

Ora possiamo scrivere l'integrale doppio come somn x

di due 1 \ 2 4

1 4-x 4 4 x
e Vdxdy= dx &Y dy dx B

s 0 43« 1 4x
3

Calcoliamo separatamente i due integrali interni

4- x 4 X
F,= e Vdy= & e’ dy é(_ B+ ?’é“): 44 254
4- 3x 4 3
4- x 4 X x-4 4% 4
F,= €Vdy=€ &®&'dy &- &+ & = &- ?*¥&
4- x X
3 3
e i due integrali esterni
1 ) L4
Y1: ( Ax- 4 _ ebe 4)dx: L— e_+ 1
0 2 4 4
4 ﬂ 4 $2
Y,= e?3 - @oige £y &3
N 4 2 4
L’integrale doppio dato varra pertanto
et e* 1 .
Y = —+——- =» 13.15411641=. sirh
4 4 2

Il calcolo eseguito, pur non potendosi definirdidie, puo (forse) essere semplificato mediante
sostituzione di variabili. Si veda l'ultimo paraf@wali questi appunti.
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6. ESERCIZI DI INTEGRAZIONE IN COORDINATE POLARI

La trasformazione in coordinate polari implica lafthizione degli intervalli di variazione per i due
parametri (r,] ) . Mentre perJ non ci sono in genere problemi, definire i valciie deve

assumerer puo non essere intuitivo.

2a  2ax ¥
(6.1) dx (x2 + y2) dy
0 0

Si chiede di riscrivere l'integrale in coordinatelgri e di risolverlo.
Il campo d’integrazione in coordinate ortogonals& [0,26] © 04 2ax X

Passando alle coordinate po® T, (% Y® (r,J), definiamo immediatamente gli estremi di
variazione del parametrd:

oeJ£2 y |
2 y = (2ax-x"2)"(1/2)
Per il parametrar osserviamo che esso assumera il valore N
minimo (0) quandaJ :% e il valore massimo (2a) quando \
J =0. Per trovare tutti i punti di frontiera in coondite polari, £ " =

tra i quali ci sono ovviamente il minimo e il massi, bastera Fig. 24
applicare alla frontiera stessa le equazioni diftnanazione

Xx=rcoy ,y=r sih

y=+2ax- ¥® rsin/= \[2a cos-r 2 cob®r = 2Jcos

Ora disponiamo degli estremi degli intervalli drieaione dei parametri in coordinate polari e
quindi del campo d’integrazione

T =[0,2acos/]” O’%

Applicando la (3.6) possiamo scrivere l'integratgpdio
p

2 2acos/
dJ (r2c032J 4 2 sid r) rd
0 0
e quindi calcolarlo
2acos/ 2acosJ 2acos/ f4
F= (rzcoszJ+rzsirﬁ/)/d = r r’d = — = &’ doé
0 0

P

2
Y= 4a*cosJd =
0
Come si puo facilmente verificare, il calcolo eségin coordinate ortogonali sarebbe stato piu
complesso:

2a-
F:—X( a3 X) +x°/x(2a- X®Y =

3a‘p

N w
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(6.2) J1- X2~ y*dxdyconS=[-11 Ji VAl ¥

Il campo d’integrazione € costituito dalla circomfieza di raggio unitario centrata sull’origine degl
assi. La definizione degli intervalli di variaziodei parametri in coordinate polari € elementare

T=[04 [02]

per cui possiamo scrivere e calcolare I'integrappio
2p 1

dJ r1-r 2co -r 2 sif rd

E’ banale verificare che sostituendo alla funziontegranda la costante=1 e pers =r si ha
esattamente I'area della circonferenza

T=[0.1"[0.2]

2p r 20 .2

dJ rd = rd‘]:p r?
0 0 0

Se si fa variare, £r £r, abbiamo a che fare con una corona circolare @djirage r, centrata
sull’origine degli assi la cui area e data da

2p r 20 2_
dJ ra = rzrl.a] P (rj-rf)

0 n 0

(6.3) Calcolare l'integrale dell’esercizio (5.3) in admate polari.
In coordinate ortogonali il campo d’integrazione é

s=[0]" 0,%
Dalle equazioni di cambiamento delle coordinatelpeurva di frontiera abbiamo
y=xX® rsinv=r *cod ®r = sid, 1 _ tan xdec

cosJ cod

Poiché0 £ J E%, siavratanJ sed £r £ séc
Quindi il campo d’integrazione in coordinate polsaira

T =[tanJ sed ,set]|” &

4
Ora possiamo scrivere l'integrale doppio per lazfane proposta e calcolarlo
P p
4 sec/ 4
dJ  rifcosy +si } A == (s@t - wh séo)d =+ 2 2o 2°
0 tanJ sed 40 4 3 35 1OE

Si verifichi che il risultato € lo stesso dell’esigio (5.3) e si mettano le due procedure di caleol
confronto.

(6.4) Dato il campo d’integrazione in coordinate ortoglors = [0,2] "~ x,%/3 , scrivere nella
forma generica I'integrale doppio in coordinategol
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Per stabilire gli estremi d’integrazione é suffidie individuare le funzioni che compongono la
frontiera:y=x, y= %/3.

La funzioney = x® r= sed e una retta inclinata (% e passante per l'origine degli assi.

La funzioney = x/3 ® ~/3sed/ & una retta inclinata c% e passante

anch’essa per l'origine degli assi. Chiude il carapcest una retta parallele |, /'
all’asse delley di ascissa 2. 3 ,/
Per i parametr@/ non abbiamo problemi% £J ££3 . ;/ '
. . 1 2 / |
Il parametror assumera il valore massimo per= 2><—SJ =2sed >
Cco
(banale teorema di Pitagora...) e poiché assume anedlere nullo ;/ S
avremoO£ r £ 2sed e quindi il campo d’integrazione in coordinate 1 ff
/ Y 3
i _ , p p ; \, T
olariT =|0,2sed|” = &~ . 274\
p [ ] 173 / /4 K
L'integrale richiesto sara pertanto 7 Fig. 25 3
% 2secJ
dJ frJy d
p 0
4
(6.5) e'(X+ ¥) dove il campo d’integrazione € la circonferenzeagjgioa centrata sull’origine
S
degli assi.

Data la forma del campo d’integrazione € immedsssare alle coordinate polari.
T =[0,a] [0, 2]

_ (X2+ yz): - r2

L'integrale in coordinate polari & dunque

2p

651 dJ €’ rd f

0 0
Risolviamo prima l'integrale interno e poi quellsterno
a i _a2 2/7 B a2 ,
F= e"rdrzl-e—®Y= J ‘]e-p(l e‘a)
0 2 2 02 2

Estendendo il campo d’integrazione all'intero piaaotesiano, l'integrale doppio 6.5.1 diverra
improprio e varra
> ¥ o 1%
(65.2) dJ €' rd == d p
0 0 2 0
Questo risultato puo essere inteso come valorédiofie I'integrale doppio assume quando il

campo d’integrazione si estende indefinitamente aisomprendere tutti i punti del piano:
2p ¥ 2p a

(653) dJ €’ rd =lm &4 €7 rd

a®¥
0 0

Ma allora, poiché si parla di passare dalla miuita del campo d’integrazion®ad una misura
infinita, la forma diS é ininfluente. Conserviamo questa osservaziond paragrafo successivo.
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7. INTEGRALE DI POISSON

Torniamo alle coordinate ortogonali per raggiungerisultato che ci interessa.

Per quanto detto nel paragrafo precedente rispetto
all'arbitrarieta della forma db, supponiamo ch8sia un
guadrato di lato & centrato sull’origine degli assi.
Riscriviamo l'integrale (6.5) per tale campo d’igtazione

a a 2 > a a a a
dy 6 dye* ¢ dx & dx & d
-a -a - a - a - a - a
Ora, per forma e posizionge completamente simmetrico
rispetto agli assi e quindi risulta
e“dx= e dy
a a

Questa identita ci permette di scrivere I'uguaglan

2
)

dy e

dx= e dx
Ora passiamo al limite facendo tendaa!’infinito
+¥ +¥ 2 5 2
dy g7
¥ ¥ ¥
Ma per la (6.5.3) si ha
+¥ 2
e¥dx = p
-¥
ovverol'integrale di Poisson

+¥
(6.5.4) e*dx=+p
¥

+¥
2
dx= e dx

a0 = =g

y

A= 4

a5 = =f

d =
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8. FORMULA DI TRASFORMAZIONE PER CAMBIO DI VARIABIL |

8.1 Dimostrazione.

Prima parte.
Dato un campo d'integraziorienel pianoRc( Ouy e una funzionef (u,v) continua i,

possiamo effettuare una partizione qualunguk divvero che non dipende né dal numendelle
partizioni né dalla forma e dimensiolg, di ciascuna di esse, e considerare la somma it¢egra

n

n (U, v )Py

nella quale f (Ui,V. ) D, rappresenta il volume del cilindroide elementarteso alla funzione

nellareaDy;,.
Per tuttoT sara
n
f(u,v)D; » f(u V) dudy
i=1 T
Al variare din si ottiene una successione di somme integralireteede all’infinito eD,; a zero,
avremo che il limite di tale successione coincide Lintegrale doppio

8.1) lim  f(u, o= f dud
( ) D1‘®Oi=1 (u' V')DTl . (U, V) ua\
Si supponga ora di voler passare dal piﬁmé OU\) al piano Rc( Ox;) mediante le equazioni di

trasformazione

8.2)x=X(uVv), y=YuYy

nelle quali le funzionk, Y sono monodrome, continue e derivabili in un carf8pe! piano
Rc( Oxy) del quale per ora non sappiamo nulla.

Pur non sapendo nulla 8idovra in ogni caso essere

(8.3) f (%, )Dg = n flu,v)Q

i=1 i=1
Data l'arbitrarieta della partizione @j possiamo decidere di effettuarla con una sergoslianti
u,v ottenenda aree elementari rettangolari (si trascurano le drérontiera non rettangolari)

I
D =D, xP
Secondo le (8.2) la corrispondenzaTradS e biunivoca e quindi la corrispondente partizidn&
conterra ancora aree elementari che pero, in generale, non samamnettangolari né ciascuna di
area uguale alla sua corrispondente
DSi ! DTi
e di conseguenza
n
: _ L
im, 0% %)y S f(x ) dxdy® fim

Poiché dobbiamo dimostrare che
f(x y)dxdy= f(u \)‘ J u» duc
T

Cup= (m)odu

S

sara sufficiente sapere cosa diavolo sia il fat'l]mrmrand()p (u, v)‘ .
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Seconda parte.
Cominciamo con l'ottenere informazioni Swlomandandoci quale sia I'area elementage

Fig. 27

Come detto, la partizione elementare di abganon é in generale un rettangolo ma un quadrilatero

curvilineo. Ma poiché la dimensione di tale padig elementare puo essere piccola a piacere,
possiamo imporre la limitazione che i suoi latnsiaettilinei e paralleli due a due e quindi supgor

che essa sia un parallelogramma di dbea.
Cio significa che nel definire le coordinate deitiee di D, (D';) possiamo sostituire gli

incrementi delle funzioni con i corrispondenti difénziali ottenendo cosi dei valori approssimati a
meno di infinitesimi di ordine superiore rispett®g, D, :

X(u+D,9) =X(uy +2 oy Y urR, ¥ =Y uy+Z D

X(u,v+DV):X(u\)+—x Dy { uw+D) =Y u)v% D

2

X(u+D,v+) =x(uy +2 o Z o Y uep Y = uy £ ool

2

Il che ci porta all’approssimazione
Ds » Dy

Sapendo che I'area di un triangolo con verticiabreinate(x,, ;) .( %, %) .( %, ¥%) & dato da
X %

1 1

SPe ¥ A=3l0ew- v xw wr xy v

X Y
e ponendo

x=X(uy), y=Y(uy
% =X(uy+S 0,y =y(uy+Zq

aYy aY
:X(u’\0+ED”’+EQ’ ¥ =Y u}'+E D, +7V
=x(uy+ 200, uy 2
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quindi sostituendo e semplificando otteniamo

Dy 1
Srolley- v Xy oy v

aYy ax ax ax ay ay axay dXd
D'. =—D, — +— - _ + = - -

Ma poichéD,D, =D, >0 siha
o | XY dx aY
"ldu v av oau
Poniamo il secondo fattore del primo membro saitnf di determinante

ax dX

» Dg

o av|_ Dy,
P EC TR OO RS
au av
Risolviamo infine I'approssimazione facendo tendeeeroD,,
|3 (u, V)| = lim Dy
D”®ODTi

Il determinante cosi ottenuto eldcobianodella trasformazione, detto anafheterminante
funzionale
Dalla (8.3) abbiamo

n

G (R LA CH T O R P L

i=1 i=1 i=1 i=
da cui passando al limite

im0y =lim, H(u ) (Yo @  (xy oar o p a
i1 i®05 s T Cdd

8.2 Due applicazioni lineari
(y-¥

(8.4) Sia dato l'integrale pazzescoe"”*” dxdy con S = [0,2"[0,2 X

S
E’ subito evidente la convenienza di un cambioatiabili come il seguente
u=y- x
V=y+X
Quindi l'integrale diventa

u J(u V)| dud

b) e

S
Si riguardi I'esercizio (5.5) e si noti come l'igt@ale doppio trasformato e con questo ordine
d’integrazione sia facilmente risolvibile.
Abbiamo pero bisogno del Jacobiano della trasforom&ze della ridefinizione degli estremi
d’integrazione per le nuove variabili.
Per trovare il Jacobiano dobbiamo risolvere ilesigho a) delle due equazioni di trasformazione
¢) x= V-u _wu

2 VT

Il valore assoluto del determinante funzionale shnéque

a)
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dV u O,V- u
2 2
‘J(u V)‘= du dv :-lxl'-_lx_ :_1
’ Uty vtu 22 2 2
2 2
au av

Ora ci occorrono gli estremi d’integrazione pentmve variabili.
La frontiera diSé costituita dal segmen(®, 2) sull'asse delle, da un identico segmento sull'asse

delley, e dalla funzioney =2 - x.
Questa funzione nelle nuove variabili diventa
V-2 Y% 2
2 2
Poiché il Jacobiano é diverso da zero, I'applicagie invertibile e le ¢) possono essere risolte in
u,Vv in funzione dix, y:
per x=0 sihau=v
pery=0 sihau=-v
Quindi in campo d’integrazione con cambio di vallisgara

T=[-v\ [0

Fig. 28

Ora possiamo applicare la formula di trasformazideke variabili

u 2 vou 2
e [I(u V) duhel dv edsl vel av-e
S 20 -v 2O € €

(8.5) Risolvere con cambiamento di variabili I'integralell’esercizio (5.8).
E’ immediato pensare ad una sostituzione del tipo

X=u+vVv
y=u-v
ma cosi facendo otterremmo l'integrale doppio sabono
e I(u \)‘ dudh
.
e pertanto troviamo piu conveniente la sostituzione
X=u+v
2
_u-v
-2

che porta all'integrale doppio
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Il valore assoluto del determinante Jacobiano per
guesta trasformazione é

11

2 2| [ a2
‘J(“’V)"g __1‘H 2” 2

2 2

Ora dobbiamo ridefinire gli estremi d’integraziome
a gquesto scopo studiamo come cambia la frontiera
del campo d’integrazione col cambio di variabili.
Poiché il Jacobiano é diverso da zero, I'applicagio
e invertibile e le equazioni di trasformazione
possono essere risolte inv in funzione dix, y:
U=Xx+y, v=X-

Le tre funzioni di frontiera dbin T divengono

y =% ® v=2u 4

y=4-3x® + 4 2

y=4-x® « 4

e quindi le coordinate dei vertici 8i Fig. 29
(19 (4,9 ( 0,3, perT saranno

(4,4)(4- 4 (2)9.
OraT=[2,4"[4 21,24+ 4 & simmetrico rispetto all'asse dellee quindi possiamo scrivere e
risolvere 'integrale doppio pé&r u-normale senza ricorrere ad alcuna partizione:

4 2u- 4
l du €dv
2 4- 2u
F=eld. 2
4 4 4
y=1¢€ 1 1 e _ € & 1 oiciiear sith
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Una versione aggiornata e corretta potrebbe edsgryenibile all’'indirizzo:www.4dmatrix.it/math
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