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Cosa troverete in queste pagine ? 

L’argomento è costituito dalle trasformazioni lineari nel piano con evidenziate alcune loro 
applicazioni pratiche nella grafica 2D. Si tratta di un ambito tanto interessante quanto vasto 
perché non solo i programmi di grafica vettoriale sono basati su trasformazioni lineari, ma anche 
alcune funzionalità di altri software non grafici e persino del sistema operativo lo sono, come per 
esempio la costruzione col mouse del rettangolo grafico di selezione degli oggetti. 

Dal punto di vista algebrico ho dato importanza alle matrici di trasformazione intese come 
operatori lineari utilizzati nei software di grafica vettoriale per disegnare forme geometriche e 
quindi per deformarle, rifletterle, ruotarle (...ma non traslarle!). 

E poichè l’argomento è di portata enorme ho prese in considerazione solo alcune delle 
trasformazioni lineari più semplici presenti in un programma di grafica vettoriale riferite al solo 
disegno di poligoni che troverete evidenziate in alcuni box, ben separate dal contesto algebrico. 
Chi non fosse interessato alle argomentazioni di tipo informatico troverà semplicissimo ignorare i 
riquadri in corsivo e concentrarsi sull’algebra lineare. 

Infine, parte degli esempi li ho tradotti in linguaggio di programmazione e compilati in un 
eseguibile che costituisce un modello elementare di software per grafica vettoriale, con 
l’intenzione di mostrare l’intrinseca semplicità del “core” di un tale software basato su 
trasformazioni lineari e di creare uno stimolo a scrivere codici più completi ed efficienti. 
Anche questo pacchetto può essere tranquillamente ignorato senza che la parte teorica ne sia in 
qualche modo impoverita. 
 Come mia abitudine ho cercato di dimostrare tutto in modo semplice e chiaro, ma non ho 
ritenuto opportuno inserire in questi appunti la dimostrazione dei teoremi di Chasles e di Cartan-
Dieudonné perché richiedono nozioni che avrebbero appesantito la lettura e che, tutto sommato, 
non sono indispensabili per gli scopi che mi sono prefisso. (L.C.) 
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1 Introduzione all’argomento 
 
Aprite col vostro software di grafica vettoriale un nuovo documento e disegnate un quadrato con 
lo strumento apposito. 
Poi fate click su un angolo del quadrato e trascinate tenendo premuto il tasto Maiusc per 
ingrandirlo o ridurlo. 

 
Ecco, avete appena eseguita una trasformazione lineare :T V V→ che potreste anche chiamare, 
senza sbagliare, trasformazione vettoriale capendo così perché il software che state usando è di 
grafica vettoriale e non di grafica bitmap. 
Infatti, il vostro quadrato è esattamente definito dalla sua diagonale, ovvero da un vettore con: 

• punto di applicazione nel vertice opposto a quello di trascinamento 
• modulo pari alla lunghezza della diagonale 
• direzione uguale alla direzione della diagonale tra i due vertici 
• verso uguale al verso di trascinamento 

Quindi quando modificate le dimensioni del quadrato non fate altro che modificare modulo e 
verso del vettore-diagonale; il software di grafica vettoriale si incarica di gestire il tutto con unico 
operatore e la memorizzazione delle coordinate dei due soli pixel corrispondenti al punto di 
applicazione e al termine del vettore occupa pochi bytes nella memoria del computer. 
Paradossalmente abbiamo realizzato i disegni per questi appunti prima creandoli con un software 
di grafica vettoriale e poi convertendoli in grafica bitmap, e ciò perché il word processor col quale 
scriviamo consente l’inclusione di illustrazioni esclusivamente in grafica bitmap ! 
Ma anche i documenti in Hyper Text Markup Language, le pagine web per intenderci, non 
supportano la grafica vettoriale. 
E allora perché abbiamo bisogno della grafica vettoriale ? 
Se aveste voluto disegnare il vostro quadrato con un software bitmap, esso sarebbe stato gestito 
mediante memorizzazione delle coordinate di tutti i pixel che lo compongono con un ingombro in 
memoria di gran lunga superiore e con una qualità grafica decisamente inferiore.  
Per avere un’idea della dimensione dei files che memorizzano i quadrati, ecco gli ingombri in 
memoria: 

• grafica bitmap non compressa  = 6000 Kb. 
• grafica bitmap compressa  = 300 Kb. 
• grafica vettoriale  = 15 Kb. 

Quindi l’ordine di riduzione dalla grafica bitmap alla vettoriale è circa di 400 a uno, essendo 
impossibile riprodurre in questi appunti la maggiore qualità del disegno in vettoriale il cui 
ingombro, a differenza del disegno bitmap, è indipendente dalle dimensioni dell’output. 
Si pensi a questo punto ad un disegno CAD con output in A1 contenente migliaia di segmenti e 
figure geometriche e all’impossibilità di memorizzarlo convenientemente in un formato bitmap 
che conservi la risoluzione grafica necessaria per tale output.■ 

 

Con la prima operazione avete trasformato il vettore d(1,1), corrispondente 
alla diagonale di un pixel dello schermo, nel vettore d’(n,n) e con la seconda 
il vettore d’(n,n) nel vettore d’’(m,m); due operazioni distinte eseguite 
utilizzando la stessa trasformazione lineare T = T. 
Perché parliamo di una trasformazione quando i vettori trasformati sono 5 ? 
Per chi non lo sapesse,  lo schermo del computer, sottospazio V dello spazio 
cartesiano A,  ha l’origine delle coordinate nell’angolo in alto a sinistra,.  
Pertanto questi disegni dovrebbero per coerenza essere capovolti. 
Può sembrare illogico, ma invece è necessario...perchè ? 
Le risposte in coda a questi appunti. 
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2 – Trasformazioni lineari 
 

E’ bene capire subito che una trasformazione lineare è un’applicazione che modifica oggetti 
matematici appartenenti o meno ad uno stesso spazio lineare. 
Che vuol dire ? 
Un primo esempio l’abbiamo già fatto trasformando un vettore appartenente ad uno spazio 
vettoriale a due dimensioni in un altro vettore appartenente sempre allo stesso spazio. 
Ma ecco un secondo esempio. Dato lo spazio lineare A a 1n +  dimensioni dei polinomi di grado 
massimo n, anche la derivazione e l’integrazione di una funzione in una variabile sono 
applicazioni che trasformano la funzione nella sua derivata e nel suo integrale appartenenti allo 
stesso spazio. 
Prima di dare una definizione di trasformazione lineare, ricordiamo le proprietà che definiscono 
uno spazio vettoriale: 
 

1. Chiusura rispetto all’addizione di elementi dell’insieme: ( )i jx x A+ ∈  

2. Chiusura rispetto alla moltiplicazione degli elementi per scalari: inx A∈  

3. Proprietà commutativa dell’addizione tra elementi: i j j ix x x x+ = +  

4. Proprietà associativa dell’addizione tra elementi: 

( ) ( ) ( )i j k j k i i k jx x x x x x x x x+ + = + + = + +  

5. Esistenza dell’elemento nullo: i ix O x+ =  

6. Esistenza degli elementi opposti: ( )1i ix x O+ − =  

7. Proprietà associativa della moltiplicazione per scalari: ( ) ( )i in mx nm x=  

8. Proprietà distributiva rispetto all’addizione: ( )i j i jn x x nx nx+ = +  

9. Proprietà distributiva rispetto all’addizione: ( ) i i in m x nx mx+ = +  

10. Esistenza dell’elemento identico:1 i ix x=  

 
Una trasformazione lineare è un’applicazione  
(2.1) :T V W→   
nella quale V e W sono rispettivamente sottospazi di due spazi lineari A e B di dimensioni non 
necessariamente finite che possono o meno coincidere e per la quale sono conservate la somma e 
la moltiplicazione per uno scalare. V è il dominio degli oggetti matematici che possono essere 
trasformati e W è il codominio degli oggetti matematici trasformati, e poiché compaiono degli 
scalari è necessario definire il campo K dei medesimi.  
In questi appunti, per coerenza con l’approccio iniziale (il computer ignora i numeri irrazionali...), 
sarà sempre K = ℚ , salvo diversa indicazione. 
Sempre per coerenza con l’approccio informatico, possiamo introdurre la semplificazione di 
considerare spazi lineari a due dimensioni, potendosi (quasi sempre...) estendere ogni 
affermazione fatta su tali spazi anche a spazi lineari ad n dimensioni. 
Inoltre stabiliamo che (salvo diversa ed esplicita indicazione): 

• gli spazi lineari A e B coincidano e coincidano anche i sistemi di coordinate in ( )CAR Oxy ; 

• 1 2( , ) (1,0;0,1)v v = rappresenti una base ortonormale; 

• ( ) ( )( , ) , , ( , ) ,
T T

X x y x y X x y x y= = siano rispettivamente il vettore e la sua 

trasformazione; 
• , , ,a b c dsiano le coordinate di trasformazione. 
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2.1 Operazioni con le trasformazioni 
Ora poniamoci due domande. 
Prima domanda: cosa prova che una determinata applicazione è una trasformazione lineare ?  
In base a quanto detto sopra, la verifica della coppia di relazioni 

(2.2) 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

T x T x

T x y T x T y

α α=
+ = +

 

che combinate assieme danno 
(2.3) ( ) ( ) ( )T x y T x T yα β α β+ = +  

dove x,y sono vettori e ,α β  scalari 
Quest’ultima relazione può essere estesa per induzione a quella più generale relativa ad un numero 
qualsiasi di vettori 1 2, ,..., nx x x  con i relativi scalari 1 2, ,..., nα α α  

(2.4) ( )
1 1

n n

k k k k
k k

T x T xα α
= =

  = 
 
∑ ∑  

Nel primo esempio le relazioni precedenti sono verificate dalle proprietà delle proiezioni e nel 
secondo elementarmente dal fatto che, sia nella derivazione che nell’integrazione, una costante 
può essere messa fuori segno e l’operazione sulla somma è uguale alla somma delle operazioni 
sugli addendi. 

Dimostrazione della conservazione della moltiplicazione per uno scalare. 
Sia dato uno spazio vettoriale A di dimensioni n ed una sua base 1 2, ,..., na a a ; siano altresì dati 

due vettori di A espressi mediante tale base 

1 1 2 2

1 1 2 2

, ,...,

, ,...,
n n

n n

x a a a

y a a a

α α α
β β β

=
=

 

Supponiamo ora di avere la trasformazione :T A A→  che trasforma il primo vettore nel secondo 

1 1 2 2( ) , , . . . , n nT x y a a aβ β β= = . 

Ora moltiplichiamo il vettore x per uno scalare 

1 1 2 2, ,..., n nx a a aγ α γ α γ α γ=  

e applichiamo la trasformazione T per ottenere la dimostrazione 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2, ,..., , ,...,n n n nT x a a a a a a T xγ β γ β γ β γ γ β β β γ= = =  

Dimostrazione della conservazione della somma. 
Sia dato in A un terzo vettore e la sua trasformazione tramite T 

1 1 2 2

1 1 2 2

...

( ) ...
n n

n n

z a a a

T z b b b

δ δ δ
δ δ δ

= + + +
= + + +

 

Sommiamo x e z 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 ... n n nx z a a aα δ α δ α δ+ = + + + + +  

e quindi trasformiamo tale somma mediante T per ottenere la dimostrazione 

( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

( ) ...

( ) ... ...

( ) ( ) ( )

n n n

n n n n

T x z b b b

T x z b b b b b b

T x z T x T z

α δ α δ α δ
α α α δ δ δ

+ = + + + + +
+ = + + + + + + +
+ = +

 

Seconda domanda: una trasformazione lineare è unica ? 
Affermativo. 

Dimostrazione dell’unicità della trasformazione. 
Basta dimostrare che una qualsiasi altra trasformazione T’ che trasformi x in y coincide con T. 
Per ipotesi si ha 

1 1 2 2 3 3'( ) '( ) '( ) ... '( )T x T a T a T aα α α= + + +  
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da cui applicando la proprietà della moltiplicazione per uno scalare si ha la dimostrazione 

1 1 2 2 3 3'( ) '( ) '( ) ... '( ) ( ) 'T x T a T a T a T x T Tα α α= + + + = ⇒ =  

2.2 Trasformazioni composte 
Date due trasformazioni : ,  ' :T A B T B C→ →  che applichiamo consecutivamente in 
quest’ordine ad un vettore X, si avrà la trasformazione composta ' :T T A C→�  

( ) ( )' 'X T T X T T X= =   � .  

Ad esempio, se :T A B→  è la trasformazione e 1 :T B A− →  è la sua inversa, la trasformazione 
composta sarà la trasformazione identica 1 :T T A A− →�  
Una buona dimostrazione consiste nel mostrare che se M e M’  sono le matrici associate 
rispettivamente a T e T’, la matrice associata a 'T T�  è M’M 

( ) ( )

7 1 2 97 3
,  ' ,  

3 11 13 0 5

7 1 3 16 2 97 16 6240ˆ'
3 11 5 64 13 0 64 208

M M X

T X X T X X

−     = = =          
−           = = ⋅ = ⇒ = ⋅ =                      

 

( ) 2 97 7 1 3 305 1065 3 6240ˆ'
13 0 3 11 5 91 13 5 208

T T X X
−           = = ⋅ ⋅ = ⋅ =           −           

�  

2.3 Tipi di trasformazioni lineari 
2.3.1 Omomorfismo οµοιοοµοιοοµοιοοµοιοs, omoios = simile, µορφοµορφοµορφοµορφοωωωω, morfoo    =� dare forma 

La trasformazione che modifica un oggetto matematico in un altro è dunque unica ed in generale è  
un’applicazione solo suriettiva: ogni elemento di W è immagine di almeno un elemento di V 
(suriettività) ma elementi distinti di V non è detto abbiano immagini distinte in W (iniettività). 
Pertanto, in generale, un’applicazione lineare non è necessariamente biunivoca (biiettività). 
Per rendersene conto basta pensare che mediante la trasformazione lineare nulla ogni vettore di V 
è trasformato nell’unico vettore di W , quello nullo, e pertanto con tale trasformazione tutti gli 
elementi di V hanno la stessa immagine in { }W O ; l’applicazione è suriettiva ma non iniettiva. 

 2.3.2 Isomorfismo ισοισοισοισοs, isos = stesso, µορφοµορφοµορφοµορφοωωωω, morfoo    =� dare forma 
Se T associa elementi distinti di V ad elementi distinti di W  l’applicazione è biiettiva. In tal caso 
T(V) è immagine di V e, come vedremo, ( )1T W−  è controimmagine di W e quindi l’applicazione è 

doppiamente iniettiva ovvero invertibile perché tutti gli elementi trasformati ( )T v w=  possono 

essere ricondotti alle loro condizioni iniziali mediante la trasformazione inversa ( )1T w v− = . 

Si rifletta sul significato della parola isomorfismo = “dare stessa forma” come spiegato poco più 
avanti nell’esempio (3.3). 

2.3.3 Endomorfismo ενδον, ενδον, ενδον, ενδον, endon = dentro, µορφοµορφοµορφοµορφοωωωω, morfoo    =� dare forma 
E’ il caso nel quale la trasformazione è :T A A→ , ovvero di uno spazio su se stesso. E’ una 
definizione che può sovrapporsi alle precedenti. Tutte le trasformazioni di grafica vettoriale sono 
endomorfismi. 

2.3.4 Isometria ισοισοισοισοs, isos = stesso, µεµεµεµετρεω τρεω τρεω τρεω , metreo    = = = = misurare 

Si ha quando T è un endomorfismo e ( )T X X= . Ciò significa che nella trasformazione di un 

vettore il suo modulo viene conservato, ovvero viene conservata la distanza tra due punti qualsiasi 

( ) ( )T X T Y X Y− = −  per tutti i vettori X,Y del piano. 

Come vedremo ciò può accadere solo se la trasformazione è una riflessione o una rotazione. 
Un’isometria è quindi sia un endomorfismo che un isomorfismo e pertanto anche questa 
definizione può sovrapporsi alle precedenti.■ 
 



Leonardo Calconi – Trasformazioni lineari 
 

6

3 Matrici di trasformazione 
 

Nei testi di algebra lineare c’è una certa indifferenza nei confronti dell’uso di termini quali 
applicazioni lineari, trasformazioni lineari e operatori lineari che sono considerati generalmente 
sinonimi. 
Noi proponiamo un approccio formale che distingue tra i termini: 

•••• Un’applicazione lineare sia un’istanza algebrica astratta: tale istanza si esprime con la 
notazione (2.1) 

•••• Una trasformazione lineare sia l’evento nel quale un oggetto matematico viene 
trasformato: tale evento è espresso dall’eguaglianza (3.7) 

•••• L’operatore lineare sia lo strumento tramite il quale si concretizza la trasformazione: tale 
strumento è espresso tramite una matrice del tipo (3.2) 

3.1 Matrici di trasformazioni quadrate 
A questo punto è naturale descrivere T nella base ( ),x y  col sistema lineare 

(3.1) ( ) ( ),
x ax by

T X X x y
y cx dy

= +
= ⇒  = +

 

nel quale le coordinate del vettore trasformato sono espresse come combinazioni lineari della 
base. 
T è dunque definita completamente dai coefficienti a,b,c,d che possiamo scrivere in forma 
matriciale 

(3.2)
a b

M
c d

 =   
 

La matrice M è detta matrice associata alla trasformazione o, più concisamente matrice di 
trasformazione, contiene tutte le informazioni necessarie sulla trasformazione stessa e per una data 
base è unica. 
Per questo motivo ci sembra coerente chiamarla operatore lineare. 
(3.3)►Espansione e contrazione 

2 1 0 1 2 0
2, 0 2

0 20 1 2 1

x
a c b d E

y

= ⋅ + ⋅  = = = = ⇒ ⇒ =  = ⋅ + ⋅  
 

Questo è l’esempio portato all’inizio del quadrato al computer nel caso sia di lato 1 e se ne voglia 
quadruplicare la superficie: si raddoppia il modulo del vettore-diagonale.  
E’ importante notare che l’operatore kE  è quello deputato all’ingrandimento e alla riduzione di 
segmenti e figure geometriche. Come si nota, per i poligoni il sistema più efficiente è quello di 
trasformare le diagonali lasciando a funzione interne il compito di disegnare i lati di triangoli 
simili. 
Si rifletta sul fatto che l’uso di un unico operatore permette, cambiando il solo scalare k, di 
disegnare ripetutamente figure geometriche di dimensione diversa con grande rapidità 
(animazioni). 
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(3.4) ►
0 1 0

1, 0
0 10

x x
a d b c

y y

= +  = = = = ⇒ ⇒  = +  
 

E’ difficile trovare un esempio più semplice di questo: la matrice è la matrice identica e quindi la 
trasformazione è la trasformazione identica. Con essa ogni vettore viene “trasformato” in se stesso 
e quindi T  non trasforma un bel niente ! 

(3.5)►
0 0 0 0

0
0 00 0

x
a b c d

y

= +  = = = = ⇒ ⇒  = +  
 

Esempio triviale: ogni vettore viene trasformato nel vettore nullo, la trasformazione è la 
trasformazione nulla. 

(3.6)►
2 1 2

1, 2, 4
2 42 4

x x y
a b c d

y x y

= +  = = = = ⇒ ⇒  = +  
 

Ed ecco infine un esempio di trasformazione degenere (ma anche la (3.5) lo è...): 
• la matrice di trasformazione ha un determinante nullo, 
• il determinante è nullo perché i due vettori sono L.D. potendosi il secondo ottenere dal 

primo moltiplicato per lo scalare 2; 
• i due vettori sono pertanto collineari, non possono formare una base e quindi non è 

possibile tramite essi rappresentare (trasformare) un qualsiasi vettore del piano. 
Infatti, se noi provassimo comunque ad eseguire la trasformazione di vettori diversi mediante tale 
matrice, non faremmo altro che allineare tutti i punti del piano sulla retta 2y x= : 

1 2 2 6
2 4 2 12

     ⋅ =          
;   

1 2 1 5
2 4 2 10

     ⋅ =          
;   ecc. 

3.2 Matrici di trasformazione come operatori lineari 
Ma come si utilizza la matrice di trasformazione ?  Essa è l’operatore lineare di cui parlavamo. 
Infatti T è governata dalla relazione 
(3.7)X MX=  
e per rendersene conto basta seguire questi pochi e semplici passaggi: 

x ax by

y cx dy

= +
⇒ = +

x ax by a b x
X MX

y cx dy c d y
       = = ⋅ ⇒ =              

 

Semplicemente ciò significa che la trasformazione consiste nel moltiplicare una matrice (non 
necessariamente quadrata) per una matrice-colonna. E poiché come è noto moltiplicando un 
matrice di m colonne per una matrice-colonna di n = m righe si ottiene un vettore colonna di m 
righe, il risultato della trasformazione sarà il vettore trasformato. 
Ma per capire meglio i termini del problema sarà bene abbandonare momentaneamente le 
semplificazioni introdotte all’inizio del paragrafo e considerare una trasformazione di uno spazio a 
n dimensioni su uno spazio a m dimensioni con n,m interi qualsiasi. 
3.3 Matrici di trasformazione rettangolari 
Una trasformazione come sopra accennato produce una matrice associata rettangolare e viceversa 
se la matrice di trasformazione non è quadrata vuol dire che essa è associata ad una 
trasformazione che coinvolge due sottospazi di ordine diverso: : m nT V W→  con n m≠  
Potete vedere la matrice di trasformazione ,n mM  come un congegno matematico nel quale un 

vettore entra a m dimensioni ed esce ad n dimensioni:  
 
 
 
(3.8) 
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Consideriamo la trasformazione 3 2:T V W→  che manda vettori da uno spazio lineare 
tridimensionale  in uno spazio lineare bidimensionale..  
Siano le basi rispettivamente ( ) ( )1 2 3 1 2 , ,  e ,v v v w w  ortonormali. 

Allora possiamo esprimere il vettore trasformato( , )X x y  con una combinazione lineare della base 

di 3V  

( ) 11 1 12 2 13 3

21 1 22 2 23 3

x a v a v a v
T X X

y a v a v a v

= + +
= ⇒  = + +

 

da cui la matrice di trasformazione, la prima della (3.8) 

(3.9)►
1

1 1 3 1 2 3 6
2

4 9 2 4 18 2 24
1

MX X
  + +      = ⋅ = = =       + +     
 

 

Procedimento analogo per una trasformazione 2 3:T V W→  con basi ( ) ( )1 2 1 2 3 ,  e , ,v v w w w  

( )
11 1 12 2

21 1 22 2

31 1 32 2

x a v a v

T X X y a v a v

z a v a v

= +
= ⇒ = +
 = +

 

da cui la matrice di trasformazione, la seconda della (3.8) 

(3.10)►
1 1 4 5 9

4
3 2 12 10 22

5
3 5 12 25 37

MX X
+     

      = ⋅ = + = =        +     
 

Come si vede da questi esempi, l’usuale prodotto tra matrici giustifica la (3.8) secondo la quale le 
dimensioni del dominio sono date dal numero di colonne della matrice di trasformazione e le 
dimensioni del codominio dal suo numero di righe. 
Ciò su cui è bene riflettere è che trasformazioni di questo genere non possono essere isomorfe e 
che pertanto gli oggetti matematici dei due spazi sono sostanzialmente diversi. 
Infatti sorge spontanea una domanda: perché l’esempio (3.10) non è stato formulato in modo da 
essere l’inverso del (3.9) ? 
Algebricamente la risposta è nel fatto che le matrici rettangolari non sono invertibili e ciò risulterà 
chiaro nel paragrafo successivo, dove parleremo di trasformazioni inverse.  ■ 
 
 

4 Trasformazioni e matrici di trasformazione inverse 
 

Ora che sappiamo, data una matrice di trasformazione, come trasformare un vettore dato in un 
altro, sarebbe opportuno essere in grado di fare anche un’altra operazione: conoscere quale 
matrice di trasformazione occorre per trasformare un vettore dato in un altro prestabilito, il che 
permette anche di riportare il vettore trasformato nelle sue condizioni originarie, ovvero di 
eseguire una trasformazione inversa. 
4.1 Trasformazione inversa 
Sia la trasformazione diretta quella espressa dal sistema e dalla relativa matrice 

( ) x ax by a b
T X X

c dy cx dy

= +  = = ⇒  = +  
 

Applicando la regola di Cramer le soluzioni,x ydi tale sistema saranno 
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,

x b a x
y d c y

x y
a b a b
c d c d

= =  

Sviluppando i determinanti al numeratore avremo 

,
xd by ay xc

x y
a b a b
c d c d

− −= =  

e quindi il sistema di trasformazione inversa e la relativa matrice saranno 

(4.1) ( )1 1

d b d bx x y
a b a b a b a b
c d c d c d c d

T X X M
c ac a

y x y
a b a ba b a b
c d c dc d c d

− −

− − = +  
  
  = = ⇒ =  −− = +  
     

 

4.2 Matrice inversa 
Ora dobbiamo capire come si costruisce la matrice inversa. E’ semplice, vediamo quali sono i suoi 
elementi. 
A denominatore abbiamo il determinante della matrice di trasformazione diretta. 
A numeratore abbiamo i complementi algebrici tratti dalla trasposta di tale matrice. 
Pertanto costruiamo prima la trasposta 

, , ,T a c
M d b c a

b d
  ⇒ − −  

 

e poi scriviamo i suoi complementi algebrici ijC  in forma matriciale ottenendo la matrice 

aggiunta che ci fornirà la mappatura dei numeratori della (4.1)  

(4.2) ( )A T
ij

d b
M C M

c a
− = =  − 

 

Si noti che la matrice aggiunta può essere costruita  anche prima scrivendo in forma matriciale i 
complementi algebrici e poi operando la trasposizione e pertanto si ha 

( ) ( ) TA T
ij ijM C M C M = =    

Quindi la costruzione della matrice aggiunta è propedeutica alla costruzione della matrice inversa 
che può essere rappresentata con la relazione 

(4.3) 1 1

det( )
AM M

M
− = ⋅  

(4.4)► Trovare l’inversa della matrice 
1 2
3 4

M
 =   

 e verificare che essa rappresenti 

effettivamente la trasformazione inversa. 

( )det 2M = −  

1

4 2
2 1

1 3 4 2 2 2 3 1
2 4 3 1 3 1

2 2
2 2

T AM M M −

−  −  −    − −  = ⇒ = ⇒ = =    − − −          − − 

 

E’ facile vedere che la trasformazione ( )X T X=  espressa nel sistema seguente mediante M 
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2

3 4

x x y

y x y

= +
 = +

 

viene annullata dalla trasformazione inversa ( )1X T X−=  espressa nel sistema seguente mediante 
1M −  

4 2

3

x x y

y x y

= −
 = − +

 

Infatti se il vettore da trasformare è (2,2)X  con la trasformazione diretta si avrà 

1 2 2 6
3 4 2 14

X
     = ⋅ =          

 

mentre con la trasformazione inversa riporteremo il vettore trasformato nelle sue condizioni 
iniziali 

2 1
6 2

3 1
14 2

2 2

X
−      = ⋅ =   −      

 

Fin qui tutto è molto semplice, ma con matrici di ordine superiore a 2 la faccenda si complica 
maledettamente e già con una matrice a 3 dimensioni il calcolo richiede molta attenzione: 

(4.5)►
1 1 3
4 5 6
7 8 9

M
 
 =
 
 

 

( ) ( ) ( ) ( )det 1 5 9 6 8 1 4 9 6 7 3 4 8 5 7 3 6 9 6M = ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ = − + − = −  

1 4 7 5 9 6 8 1 9 8 3 1 6 5 3 3 15 9
1 5 8 4 9 7 6 1 9 7 3 1 6 4 3 6 12 6
3 6 9 4 8 7 5 1 8 7 1 1 5 4 1 3 1 1

T AM M
⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ − −     

     = ⇒ = − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ = −
     ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ − −     

 

1

3 15 9
1 15 3

6 6 6
2 6 26 12 6
1 2 1

6 6 6 1 1 1
3 1 1

2 6 6
6 6 6

M −

− −     −− − −   −   = = − −  − − −   − − −    − − − 

 

Ed ora facciamo la prova del nove con (1,3,5)X  

1 15 3 19 15 49 3 76
1 1 3 1 1 3 15 19 19 12 6 2 2 6 2
4 5 6 3 4 15 30 49 1 2 1 49 19 98 76 3
7 8 9 5 7 24 45 76 1 1 1 76 19 49 76 5

2 6 6 2 6 6

X

⋅ ⋅   − − +   + +           
              = ⋅ = + + = ⇒ − − ⋅ = − + − =              + +               − + −      

 
Una bella fatica, e se l’ordine della matrice è maggiore di 3 qualsiasi calcolo manuale comporta 
margini d’errore eccessivamente elevati per essere tentato ed è giocoforza mettere mano al 
computer. 
Le proprietà delle matrici inverse possono essere riassunte nell’unica riga seguente: 

(4.6) ( ) 11 1 1 1 1 1X M X M MX EX M M E MM M M
−− − − − − −= = = ⇒ = = =  

dove E è la matrice identica 
1 0
0 1

 
  

. 

Curiosità: 

1 2 3 1 4 7
4 5 6 0 2 5 8
7 8 9 3 6 9

= =  

Perché ? Date una spiegazione... 
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4.3 Regola di Cramer 
Ecco una buona occasione per vedere come si arriva alla regola di Cramer, imparata 
drammaticamente a memoria ai tempi del liceo. 
Sia dato il sistema seguente con incognite x,y del quale si vuole trovare la soluzione (,x y sono 
termini noti) 

ax by x

cx dy y

+ =
 + =

 

Scrivendo il sistema in forma matriciale otteniamo 
a b x x

MX X
c d y y

     ⋅ = ⇒ =          
 

Ora moltiplichiamo a sinistra ambo i membri della seconda eguaglianza per 1M −  
1 1 1 1M MX M X EX M X X M X− − − −= ⇒ = ⇒ =  

Sostituiamo nell’ultima eguaglianza l’espressione della matrice inversa 

1

det det

A AM M
M X X

M M
− = ⇒ =  

Riscriviamo questa espressione in forma matriciale 
d b
c ax x

y ya b
c d

− 
 −    = ⋅      

  

ed eseguiamo la moltiplicazione 
dx by
cx ayx

y a b
c d

− 
 − +   =  

 

Esplicitiamo le incognite 

,
dx by cx ay

x y
a b a b
c d c d

− − += =  

Scriviamo infine i numeratori in forma di determinanti per  ottenere la regola di Cramer 

,

x b a x
y d c y

x y
a b a b
c d c d

= =  

4.4 Trasformazioni non invertibili 
Se noi consideriamo lo spazio lineare H delle matrici di ordine n, le matrici di trasformazione 
affine (non degenere) costituiranno un sottospazio di H.  
Con l’esempio (3.6) si capisce perfettamente cosa significa “trasformazione degenere”: un oggetto 
matematico subisce una trasformazione non invertibile nel senso che esso non può essere riportato 
nelle condizioni iniziali con nessun’altra trasformazione. 
Logica deduzione è dunque che se il determinante di una matrice di trasformazione è nullo la 
matrice stessa non è invertibile e rappresenta una trasformazione degenere. 
Da un punto di vista algebrico non è possibile costruire la matrice inversa di una matrice con 
determinante nullo perché al denominatore della (4.3) andrebbe uno zero. 
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4.5 Nucleo di una trasformazione lineare 
E’ utile avere un riferimento alternativo al calcolo del determinante della matrice di 
trasformazione per stabilire se la trasformazione stessa è invertibile. 

Definiamo come nucleo Ker(T) di una trasformazione :T V W→  l’insieme degli elementi 
di V che vengono trasformati nell’elemento nullo di W.  
Se Ker(T) contiene solo l’elemento nullo di V, T è invertibile. 

, , ( )V W Ker T  sono sottospazi di nℝ . 

Ad esempio, con la trasformazione :n nT →ℝ ℝ  dove T è la trasformazione identica, è ovvio che 
il nucleo di T contenga solo l’elemento nullo di nℝ  e che quindi essa sia invertibile ed 
isomorfismo di nℝ  su se stesso. 
Al contrario, con gli stessi spazi vettoriali ma con la trasformazione nulla, il nucleo di T contiene 
tutti gli elementi di nℝ : tale trasformazione non è invertibile, non è iniettiva, non è suriettiva, è 
degenere ed in fin dei conti non è neanche una trasformazione. 
(4.7)► Vediamo ora un esempio non triviale di utilizzo del nucleo per decidere dell’invertibilità 
di T. 
Supponiamo di avere una trasformazione lineare 3 2:T →ℝ ℝ  che manda i vettori da uno spazio 
tridimensionale in uno spazio bidimensionale tramite la matrice associata  

1 1 1
1 0 1

M
 =   

 

Poiché la matrice è rettangolare e il calcolo del determinante ha senso solo per matrici quadrate, 
dobbiamo rivolgerci a Ker(T) per decidere dell’iniettività di T. 
In questo esempio un vettore di 3ℝ appartiene a  Ker(T) se e solo se le sue coordinate soddisfano il 
sistema omogeneo 

0

0

x y z

x z

+ + =
 + =

 

E quali sono i vettori di 3ℝ  che vengono mandati nello { }O  di 2ℝ  ? 

E’ fin troppo evidente che qualunque vettore di coordinate (j,0,-j) j ∈ ℝ  soddisfa tale sistema che 
pertanto ha infinite soluzioni che appartengono a Ker(T). Non contenendo Ker(T) esclusivamente 
l’elemento nullo di 3ℝ , la trasformazione non è iniettiva e quindi non è invertibile. 
Applicando il teorema della Nullità più Rango all’esempio precedente si ha  

3 2dim dim dim ( ) 3 2 1Ker T− = = − =ℝ ℝ , il che del resto è provato dal fatto che una base di 
Ker(T) è (1,0,-1). 
Ricapitolando, se una trasformazione lineare è invertibile, valgono le seguenti affermazioni: 

• i vettori colonna della matrice di trasformazione sono L.I.; 
• il determinante della matrice di trasformazione è diverso da zero; 
• la matrice di trasformazione è invertibile ed è unica; 
• la trasformazione inversa è anch’essa lineare; 
• la trasformazione lineare e la sua inversa sono iniettive; 
• il nucleo della trasformazione lineare contiene solo l’elemento nullo di V. 

4.6 Teorema della Nullità più Rango 
Data una trasformazione lineare T: V→W  la dimensione del dominio  è uguale alle dimensione 
del nucleo (nullità) più la dimensione del codominio (rango) 
(4.8)► dimV = dimKer(T) + dimImg(T) 
Inoltre : 

•••• se Ker(T) e Img(T) hanno dimensione finita anche V ha dimensione finita 
•••• se V ha dimensione infinita, o Ker(T) o Img(T) ha dimensione infinita 
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Il lettore distingua dal  teorema del Rango 

( ) ( ) ( )dim dimRowM ColM rk M= =  

da cui discende la (4.9). 

Così come è enunciato è più logico chiamare tale teorema teorema delle Dimensioni.  

Ma considerando che ( )| nImg(T)= MX X∈ ℝ  e che ogni vettore MX  è combinazione lineare 

delle colonne di M,  si avrà che 
(4.9)► dimImg(T) = rk(M) 
e quindi possiamo ben chiamare il nostro teorema  
teorema della Nullità più Rango (Null-Rank theorem).  
Se il nucleo di T contiene solo l’elemento nullo si ha 
dimV = dimImg(T) 
e quindi dominio e codominio di T hanno la stessa dimensione e la trasformazione è invertibile. 

Dimostrazione della (4.8). 
Sia dato uno spazio lineare Vn di dimensione n. 
Supponiamo di avere una base B = (v1, v2,..., vk )  per il nucleo Ker(T) con k n≤ .  
Poiché v1, v2,..., vk sono L.I. allora deve esistere una base di Vn che contenga v1, v2,..., vk ,  
A = (v1, v2,..., vk , vk+1,..., vk+r) dove necessariamente deve essere k + r = n.  
Poiché la dimensione di una base coincide col numero dei suoi elementi e con la dimensione dello 
spazio cui appartiene, se dimostriamo che C = (T(vk+1),...,T(vk+r))  è una base di Img(T), avremo 
anche dimostrato che dimA = dimB + dimC  ovvero la (4.8) 
Per far ciò è necessario dimostrare che gli elementi di C  sono L.I. e generano Img(T). 
a) Gli elementi di C generano Img(T). 
Dato un elemento qualsiasi x V∈  la sua immagine in  Img(T) sarà y = T(x). 
Possiamo scrivere l’elemento x come combinazione lineare della base A: 

1 1 2 2 1 1... ...k k k k k r k rx c v c v c v c v c v+ + + += + + + + + +  

Mandando x da V in W tramite T allora abbiamo: 

1 1

( ) ( )
k k r

i i i i
i i k

y c T v c T v
+

= = +
= +∑ ∑  

ma poichè B  è una base di Ker(T) sarà 
1

( ) 0
k

i i
i

c T v
=

=∑  e quindi 
1

( )
k r

i i
i k

y c T v
+

= +
= ∑  

Poichè y è un elemento qualsiasi di Img(T)  è dimostrato che gli elementi di C generano Img(T) 
b) Gli elementi di C sono L.I. 

Supponiamo che si abbia 
1

( ) 0
k r

i i
i k

c T v
+

= +
=∑  per opportuni scalari. 

Per la linearità della trasformazione segue che 
1

0
k r

i i
i k

T c v
+

= +

  = 
 
∑  e che quindi l’elemento 

1 1 ...k k k r k rx c v c v+ + + += + +  appartiene a Ker(T).  

Ma anche 1 1 ... k kx c v c v= + +  appartiene a Ker(T) per cui non possiamo che concludere che 

1 1

0 0
k k r

i i i i
i i k

x x c v c v
+

= = +
− = ⇒ − =∑ ∑  

Ma poiché A = (v1, v2,..., vk , vk+1,..., vk+r) è una base, tutti gli scalari ci devono essere nulli e 
quindi tutti gli elementi di C = (T(vk+1),...,T(vk+r)) sono L.I.■ 
 
 

5 Trasformazioni lineari con cambio di base  
 
Data una trasformazione lineare T e la matrice M ad essa associata, cosa accade se si cambia la 
base in cui è T ?  
Oppure possiamo chiederci: perché dovremmo cambiare la base di una trasformazione lineare ? 



Leonardo Calconi – Trasformazioni lineari 
 

14

Applichiamo queste due domande all’esempio di apertura di questi appunti, l’espansione di un 
quadrato, per un cambio di base da ortonormale a canonica. 
(5.1)► Alla prima domanda risponderemo che, se nel sistema A con base ortonormale ( )1 2,v v  T  

trasforma  il quadrato di lato 1 2v v=  in un quadrato di lato 1 22 2v v= , nel sistema B con base 

canonica ( )' '
1 2,v v , T  trasformerà il rombo con lati ' '

1 2v v=  in un rombo con lati ' '
1 22 2v v= .  

 
 
Alla seconda domanda risponderemo che, se con quella determinata T voglio che il quadrato sia 
trasformato in rombo, dovrò scegliere una base canonica in B. 
Per ottenere ciò occorre trasformare l’operatore lineare M in M’  in modo che T venga conservata 
nel passaggio da una base all’altra. 
Come vedremo in questo caso, e non potrebbe essere altrimenti, sarà 'M M=  
5.1 Spazi euclidei, basi e sistema di riferimento 
Cerchiamo di stabilire se le idee su queste tre istanze sono chiare prima di procedere oltre. 
Uno spazio vettoriale euclideo è uno spazio vettoriale reale nel quale è definito il prodotto scalare.  
Gli spazi che prendiamo in considerazione sono tutti euclidei. 
Come è noto si definisce prodotto scalare ,u v  di due vettori il prodotto dei moduli dei due 

vettori per il coseno dell’angolo tra essi compreso. Pertanto il prodotto scalare è un numero reale e 
viceversa ad ogni numero reale è associabile almeno un prodotto scalare.  
La definizione di prodotto scalare giustifica la sua nullità se i due vettori sono ortogonali. 
Una base ( ) ( )1 2, , ; ,v v n m p q= di uno spazio vettoriale è un sottoinsieme massimale di vettori L.I. 

ovvero di generatori dello spazio stesso. 
Se 1 2, 0v v =  la base è detta ortogonale e se inoltre 1 2 1v v= =  essa è detta ortonormale e le 

sue componenti versori. Se 1 2, 0v v ≠  e le componenti sono versori la base è detta canonica. 

Abbiamo definito uno spazio nel quale lavoreranno i nostri operatori lineari, abbiamo definito i 
diversi tipi di basi che potremo adoperare ma non abbiamo ancora un sistema di riferimento entro 
il quale piazzare tutto ciò. 

Per ciò che interessa in questo contesto definiamo sistema cartesiano di riferimento �
CAR Oxy=  un 

sistema costruito su una base ortonormale 1 2( , )v v . Si prega di notare l’ordine delle componenti x,y 

che definiscono CAR  come destrorso; ciò è molto importante nella definizione del segno della 

misura di una rotazione che è positiva se antioraria. �
CAR Oyx=  sarebbe sinistrorso e sarebbero 

positive le rotazioni orarie. 
In questo lavoro considereremo solo sistemi di riferimento cartesiani destrorsi. 
Si prenda nota del fatto che il sistema di riferimento resta immutato anche se la trasformazione è 
su base diversa dalla ortonormale come nel (5.1) e pertanto le coordinate di X  e X  sono riferite 
allo stesso CAR . 

 
 

Questo può sembrare l’effetto “stretching” 
offerto da un software di grafica vettoriale, 
ma non lo è: perché ? (cfr. par. 5.3). 
 
Per chiarezza tutti i grafici di questo capitolo 
sono presentati con i sistemi di riferimento 
ad origini separate, ma come è ovvio devono 
essere intesi ad origini coincidenti. 
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5.2 Cambio di base generico 
Supponiamo ora, per una data T  in base qualsiasi di A ( )1 2 1 2 1 2, , , 0, 1v v v v v v≠ ≠ ≠ , un 

cambio in una base qualsiasi di B ( )' '
1 2,v v . Il lavoro da fare sarà quello di scoprire come cambia M 

in M’  nel passaggio di base e per fare ciò abbiamo bisogno di una matrice P che esprima il 
cambiamento di base. 

5.2.1 Matrice del cambio di base 
Per capire da dove partire basta considerare che  
possiamo esprimere le componenti della nuova base 
come combinazioni lineari della vecchia mediante 
il sistema lineare: 

'
1 1 2

'
2 1 2

v av bv

v cv dv

 = +


= +
 

allora 
a b

P
c d

 =   
è la matrice del passaggio di base e il passaggio di base è esso stesso una 

trasformazione lineare. 

(5.2)► Qual’é la matrice del passaggio di base da ortonormale ( )1 2,X v v  a ( ) ( )' '
1 2, 0,2;1,3X v v = e 

qual’é la matrice del passaggio inverso ? 
Troviamo a,b,c,d risolvendo il sistema 

0 0

2 0 0 1
2 31 0

3 0

a

c
P

b

d

= +
 = +  ⇒ =  = +  
 = +

 

e per il passaggio di base inverso il sistema 

1

1 0 2
3 10 0 2
2 2

0 3 1 0
1 3

b

d
P

a b

c d

−

= +
  = + −  ⇒ =  = +   = +

 

il che è provato dal fatto che 1PP E− = . 
Per i due passaggi si ha rispettivamenteX PX=  e 1X P X−= . E’ quindi confermata la (3.7) 
ovvero che il cambio di base è una trasformazione lineare. 
(5.3) ► Qual’é la matrice del passaggio di base da (1,2;3,1) a (0,2;1,3) e qual’é la matrice del 
passaggio inverso ? 
Procedendo come nell’esercizio precedente 

0 2 2 1
2 2 5 5

4 31 3
5 53 3

a b

c d
P

a b

c d

= +   − = + ⇒ =   = +      = +

,   1

1 0 2
3 12 0 2
2 2

3 3 2 1
1 3

b

d
P

a b

c d

−

= +
  = +  ⇒ =  = + −  = +

 

Il lettore di buona volontà potrà provare che ciò è vero applicando la (4.3) oltre che verificando 
che 1PP E− =  

5.2.2 Matrice di trasformazione con cambio di base 
Non pensate neanche per un istante di ottenere M’  moltiplicando P per M !   
Le matrici di trasformazione (lo è anche la matrice del cambiamento di base) sono operatori 
lineari che agiscono su vettori, non su altre matrici. 
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Coerentemente con i risultati fin qui raggiunti, se X è un vettore dato nella vecchia base si avrà la 
(3.7) 
X MX=  
Del resto se esprimiamo X eX nella nuova base mediante P avremo 

'

'

X PX

X PX

=

=
 

sostituendo nella (3.7) 
' 'PX MPX=  

Per esplicitare 'X dobbiamo semplificare a sinistra moltiplicando per 1P−  che esiste essendo P 
invertibile: 

1 1 ' 1 '' 'P PX P MPX X P MPX− − −= ⇒ =  
L’ultima uguaglianza è la trasformazione nella nuova base di X’ in 'X e pertanto la matrice di 
trasformazione associata a T nella nuova base è 
(5.4) ' 1M P MP−=  
La (5.4) ci dà modo di verificare come nel prodotto tra matrici sia valida la proprietà associativa 
ma non la commutativa. Infatti se fosse MP PM=  avremmo 1'M P PM EM M−= = =  il che in 
generale non è vero, mentre essendo ' 1MP P P M−= =  si ha evidentemente 

( ) ( )' 1 1M P MP P M P− −= = . 

5.3 Cambio di base con matrice di trasformazione identica 
Se M kE=  si ha 

1 1 1'M P MP P kEP kP PE kE− − −= = = =  
ovvero col cambio di base l’operatore lineare non cambia. 
Nell’esempio (5.1) abbiamo presentato il caso di una trasformazione in base (1,0;0,1) portata in 

base 
2 2

1,0; ,
2 2

 
   

, ovvero da base ortonormale a canonica; mostriamo come la matrice di 

trasformazione nelle due basi sia la stessa dovendosi trasformare un quadrato in un rombo. 

1

2 0 1 2 / 2
2 ,    ,    det( )

0 2 0 2 / 2

1 0 1 1
2 / 2,    ,    

2 / 2 2 / 2 0 2
T

M E P P

P P−

  = = = =       
−   

= = =   
   

 

1 1 1 2 0 1 2 / 2 2 0
'

0 2 0 20 2 0 2 / 2

1 11 2 / 2 2 0
2

0 20 20 2 / 2

M P MP

M EM E

−  −     = = ⋅ ⋅ = =             
  −   = = ⋅ ⋅ = =          

 

Ma come detto, questo non è l’effetto “stretching” della grafica vettoriale in quanto in un 
trasformazione corrispondente a questo effetto grafico la nuova base non può essere canonica 
dovendosi conservare l’altezza del quadrato. Pertanto tale trasformazione porterà il quadrato non 
più in un rombo ma in parallelogramma.  
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(5.5)►Stretching 
Con una rotazione di 7 / 8π  di '

2v  otteniamo una nuova base equiversa con la vecchia; ricaviamo 

il modulo di '
2

2
2v =  tale che nella trasformazione sia conservata l’altezza del quadrato e 

quindi la nuova base 21,0; ,12
 
  

con cui costruire l’operatore lineare P del cambio di base 

1

1

1 02 0 1 2 / 2 1 2 / 22 ,    ,    det( ) 1,    ,    
0 2 0 1 2 / 2 1 0 1

1 12 0 2 0 1 2 / 2 2 01 2 / 2 1 2 / 2'
0 2 0 2 0 20 1 0 1 0 20 2 / 2

TM E P P P P

M P MP M

−

−

       −= = = = = =             
  −          −= = ⋅ ⋅ = = = ⋅ ⋅                       

 

 

 
Anche in questo caso la matrice di trasformazione non cambia e la trasformazione T consistente 
nel raddoppiare il modulo di tutti i vettori viene conservata nel passaggio di base.■ 
 

 
6 Trasformazioni isometriche 

 
Come detto, le isometrie sono trasformazioni lineari che non mutano la distanza tra due punti. 
Pertanto una figura geometrica sottoposta ad isometria non muta né forma né dimensione ma solo 

la sua posizione relativa a �
CAR Oxy= .  

Se l’isometria è triviale non interviene nessun cambio di posizione, la trasformazione è identica e 
la figura geometrica rimane com’è nel posto che occupa. 
In grafica vettoriale una figura geometrica può cambiare posizione per: 

•••• traslazione; 
•••• rotazione; 
•••• riflessione 

Ma in algebra lineare le isometrie in 2ℝ sono distinte solamente in 
•••• rotazioni 
•••• riflessioni 

Dimostreremo pertanto che: 
•••• le traslazioni non sono trasformazioni lineari 
•••• gli operatori di isometria sono matrici ortogonali con determinante 1±  
•••• le isometrie possibili sono solamente rotazioni e riflessioni 
•••• gli operatori lineari di isometria sono soltanto due dipendenti da parametro 

6.1 Traslazioni  

Una traslazione 2 2:NLT →ℝ ℝ  può essere definita come somma di un vettore dato 0Y ≠
�

 con il 

vettore da traslare: 
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( )T X Y X= +  

Il lettore ricordi che punti, vettori o ennuple ordinate, in 2ℝ  coppie ordinate, definiscono la stessa 
istanza. 
Allora una traslazione non verifica la (2.2). 
Infatti si ha 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T X Y X Y X T X

T X Z Y X Z Y X Y Z T X T Z

α α α α= + ≠ + =

+ = + + ≠ + + + = +
 

La trasformazione che esprime una traslazione è 

( )NL

x x m
T X

y y n

= +
=  = +

 

dalla quale non è evidentemente possibile ricavare un operatore lineare. 

Infatti, dato un vettore arbitrario 0Y ≠
�

, se esistesse l’operatore di traslazione avremmo 

( )T X X Y MX= + =  

ma se 0X =
�

 la precedente diventa 

( ) 0 0 0T X Y M= + = =
� � �

 

contro l’ipotesi che 0Y ≠
�

. 
Definiamo movimento rigido nel piano o una rotazione o una traslazione. In 3ℝ  si ha il seguente: 
Teorema di Chasles 
Un movimento rigido è composto da una rotazione intorno ad un’asse e da una traslazione nella 
direzione dello stesso con le due trasformazioni che sono commutative. 
 
(6.1) Assonometria 
E’ una traslazione e un metodo banale per risolvere in 
grafica vettoriale il problema della mancanza di un 
operatore lineare consiste nel ridefinire virtualmente 

� �̂
CA CAR Oxy R Oxy= → =  spostando l’origine  in ( ),m n  e 

ricostruire una copia dell’oggetto con lo stesso operatore 
lineare. 
Nel caso dell’assonometria (monometrica nel grafico) 

l’operatore lineare in �̂Oxy  è evidentemente la matrice 
identica.  
 
(6.2) 3D 
La non-proprietà di una traslazione di essere una 
trasformazione lineare può essere sfruttata per creare 
alcuni effetti tridimensionali elementari (prospettiva ad un 
punto di fuga nel grafico). Si ridefinisce CAR  con una nuova 

origine e si applica l’operatore M. Quindi si ridefinisce di 
nuovo CAR  con la vecchia origine e si applica l’operatore 

kE per un effetto di espansione che coinvolge non solo le 
dimensioni della figura ma anche la traslazione da essa 
subita. 
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6.2 Matrici ortogonali 
Dimostriamo che se ( )T X  è un’isometria, la matrice di trasformazione associata 

( )|M u w=  è ortogonale. 

Dalla definizione di isometria abbiamo che 

( )T X X=  

Se la base è ( )1 2,v v  possiamo scrivere 

( ) 2 2

1 2 1 2T v v v v+ = +  

Sviluppando il primo membro si ottiene 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 2 2T v v T v T v T v T v T v T v T v Tv T v Tv+ = + ⋅ + = + + = +      
da cui 

( )2

1 2 1 22 2 2 2v v T v Tv+ = ⇒ + =  

Pertanto deve essere 

( ) ( )1 2, 0 ,T v T v u w= =  

Se poniamo ( )det M p=  ed applichiamo il teorema di Binet, dovendo essere 

( )det 1T TMM E MM= ⇒ =   

avremo ( ) ( ) ( ) 2det det det 1T TMM M M p= = = ±  

6.3 Rotazioni 

Ricordando che il sistema di riferimento �
CAR Oxy=  è destrorso e che quindi le misure delle 

rotazioni vanno intese in senso antiorario a partire dall’asse x, le componenti di un vettore unitario 

( )1 2,v v v  espresse tramite l’angolo ϑ  che v forma con l’asse delle x sono 

( )
1

2

1 cos

1 sin

v

v

ϑ
ϑ

= ⋅
= ⋅ −

 

e pertanto le componenti del vettore ( )1 2,X xv yv sono  

( )cos , sinX x yϑ ϑ−  

Possiamo allora esprimere la rotazione di un vettoreX   
con una combinazione lineare di X utilizzando l’angolo di rotazione ϑ  

( ) cos sin

sin cos

x x y
T X

y x y

ϑ ϑ
ϑ ϑ

= −
=  = +

 

e ricavare l’operatore lineare 

(6.3)
cos sin

det( ) 1
sin cosRO ROM M

ϑ ϑ
ϑ ϑ

− = ⇒ =  
 

E’ utile notare la sottile distinzione che una rotazione non consiste  
nel modificare la misura di una rotazione esistente ma nel costruirne  
una di misura ϑ  e pertanto l’operatore lineare ROM  è unico con  

parametroϑ  per tutte le rotazioni possibili. 
Cosa si può dire dei seguenti operatori lineari ? 

0 1 1 0
,   

1 0 0 1
− −   

   −   
 

Che essendo det( ) 1Mϑ =  sono evidentemente  



Leonardo Calconi – Trasformazioni lineari 
 

20

operatori di rotazione rispettivamente per ,   2
π π  

6.4 Riflessioni 
E cosa si può dire dei seguenti operatori lineari  ? 

1 0 1 0
,   

0 1 0 1
−   

   −   
 

Che non sono evidentemente di rotazione essendo i loro  
determinanti uguali a 1− . Essi sono associati alle trasformazioni 

( ) x x
T X

y y

=
= ⇒ = −

Riflessione rispetto all’asse delle x 

( ) x x
T X

y y

= −
= ⇒ =

Riflessione rispetto all’asse delle y. 

trasformazioni che non potendo essere né rotazioni né traslazioni devono necessariamente essere 
delle riflessioni. Si tratta quindi di operatori di riflessione. 
In realtà anche l’operatore di riflessione è unico ed è rappresentato da 

(6.4)
cos sin

det( ) 1
sin cosRI RIM M

ϑ ϑ
ϑ ϑ

 = ⇒ = − − 
 

dove ϑ  è l’angolo formato dalla retta di riflessione passante per l’origine con l’asse delle x. 
Poiché le matrici associate a isometrie sono ortogonali e il loro determinante vale  1±  ne consegue 
che ROM  e RIM  sono le uniche matrici 2x2 ad esserlo e che non esistono altre isometrie in 2ℝ . 

Si noti come la trasformazione con l’operatore di rotazione per π  equivalga ad una 
trasformazione composta con i due operatori di riflessione: 

1 0 1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 1

x x x x x
y y y y y

− − −   − −                 ⋅ = = ⋅ ⋅ = ⋅ =                  − − − − −                  
 

La verifica per le altre due rotazioni è immediata 
0 1 0 1 1 0 1 0
1 0 1 0 0 1 0 1

−   −       = ⋅ ⋅        − −        
,    

0 1 0 1 1 0 1 0
1 0 1 0 0 1 0 1

 −  −       = ⋅ ⋅        − −        
 

Ciò è espresso in termini generali dal 
Teorema di Cartan-Dieudonné 
Ogni isometria in uno spazio euclideo a n dimensioni si può decomporre in r n≤  riflessioni. 
Pertanto in 2ℝ ogni isometria è o una riflessione o una composizione di due riflessioni.  
Sembra ovvio, ma è bene sottolineare che se una matrice di trasformazione ha det( ) 1M = ±  non è 
affatto detto che essa sia associata ad un’isometria.  
Si pensi alla trasformazione seguente che non è isometrica 

( )1
det 1

0 1
x x y

M M
y y

λ λ= +  ⇒ = ⇒ =  =  
 

 perché M non è ortogonale essendo 1MM E− ≠ . 
(6.5) Spostamento con stretching  
E’ l’effetto che si ottiene utilizzando 
l’operatore precedente.  
Si osservi che anche nel caso di 1λ =  
l’operatore  

1 1
0 1

 
  

 

non è né di rotazione né di riflessione. 
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7 Matrici di trasformazione diagonali 
 
Ricordiamo che per una matrice di trasformazione M un vettore X è suo autovettore per un 
autovalore α  se sussiste l’eguaglianza 
X Xα=  
Abbiamo fin qui visti diversi esempi di trasformazioni la cui matrice è diagonale del tipo 

0
0
α

α
 
  

 

e quindi sappiamo che in questa trasformazione X  è  l’autovettore e α  è l’autovalore: 
(7.1) ( )( ) 0T X X MX X EX M E Xα α α= = = = ⇒ − =  

Sappiamo anche che per una data trasformazione lineare la matrice associata è unica per una data 
base e che pertanto esistono matrici associate diverse per le diverse basi disponibili nello spazio 
vettoriale (è ininfluente il fatto che T sia o meno un endomorfismo). 
Ci possiamo pertanto chiedere se tra queste basi ne esista una che consenta di conservare T 
associando ad essa una matrice diagonale, ovvero se per una data T  con base 1 2,v v  e matrice M, 

sia possibile effettuare un cambio di base ' '
1 2,v v  in modo da ottenere una matrice di trasformazione 

diagonale generica 
0

'
0

M
α

β
 =   

 con ,α β  autovalori distinti. 

Chiameremo questo procedimento diagonalizzazione che, come sembra ovvio, implica che T 
possieda una base costituita da autovettori. 
Come vedremo non tutte le matrici di trasformazione sono diagonalizzabili. 
7.1 Teorema delle matrici di trasformazione diagonali 

Se una trasformazione lineare in uno spazio lineare a n dimensioni ha una base costituita 
da n autovettori, la sua matrice di trasformazione è riducibile a diagonale. 
Viceversa, se la matrice di trasformazione è diagonale i suoi vettori colonna sono autovettori 
della trasformazione e base dello spazio lineare. 
La dimostrazione è banale partendo dalla matrice unitaria 

1 0
0 1

M
 =   

0
0
α

α
 
  

 

della trasformazione identica che trasforma ogni vettore in se stesso. 
Per essa si ha infatti 

1MX X X X= = ⋅ =  
Più in generale 

1 0 0
0 1 0

MX X
αα αα

   ⋅ = ⇒ =      
 

Questo teorema è una delle molte enunciazioni del teorema spettrale che vedremo nel prossimo 
paragrafo. 
7.2 Equazione caratteristica 
Dalla (7.1) abbiamo 

x ax by

y cx dy

α
α

= +
 = +

 

ed anche il sistema omogeneo 

( )
( )

0

0

a x by

cx d y

α
α

− + =
 + − =

 

che avrà soluzione se  
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0
a b

c d a
α− =

−
 

ovvero se 
(7.2) ( )det 0M Eα− =  

La (7.2) è l’equazione caratteristica della matrice di trasformazione, è di grado n pari all’ordine di 
M e le sue radici sono gli autovalori. 
Si noti che è vera l’uguaglianza 

( )det ( 1) det( )nM E E Mα α− = − −  

il che vuol dire che se M è di grado pari si ha 

( )det det( )M E E Mα α− = −  

mentre se M è di grado dispari le due equazioni caratteristiche hanno segni opposti ma stesse 
radici. 
7.3 Matrici diagonalizzabili 
Il procedimento di diagonalizzazione consiste quindi nella risoluzione dell’equazione caratteristica 
che permette di trovare gli autovalori e poi i relativi autovettori. 

(7.3)► Diagonalizzare in M’  la matrice 
1 1
8 3

M
 =   

 associata ad una trasformazione lineare T in 

base ortonormale. 
Scriviamo l’equazione caratteristica 

( )( )
2

1 1 1 1
1 3 8 ( 1)( 3) 8

8 3 8 3

4 5 0

α αα α α αα α
α α

− − −= − − − = = − − −
− − −

− − =

 

Troviamo gli autovalori 1,2α  

1 25,   1α α= = −  

Gli autovettori ,x y si trovano risolvendo il sistema omogeneo 

( )
( )

1 1 0

8 3 0

x y

x y

α
α

− + =


+ − =
 

per i due autovalori 1,2α .  

Come si verifica facilmente il determinante dei coefficienti 
è nullo per ambedue gli autovalori e pertanto il sistema ha soluzione 

4 0
4 4

8 2 0

x y
x y x k k

x y

− + =
⇒ = ⇒ = + − =

 per 1α  

2 0
2 2

8 4 0

x y
x y y k k

x y

+ =
⇒ − = ⇒ = − + =

 per 2α  

con k ∈ ℝ . La matrice M ha pertanto infiniti autovettori. 
Stabiliamo k = 1 e proviamo, operando un cambio di base,  
che i due autovalori formano una matrice diagonalizzata M’   

1

1 1 1 4
det( ) 6

4 2 1 2

1 / 3 1 / 6
2 / 3 1 / 6

TP P P

P−

   = ⇒ = − ⇒ =   − −   
 =  − 

 

' 1/ 3 2 / 3 1 1 1 1 5 0
1/ 6 1/ 6 8 3 4 2 0 1

M
       = ⋅ ⋅ =       − − −       
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Ora proviamo che il vettore (1,4) è autovettore di M  

per 1α α

1 1 1 5 1
5

8 3 4 20 4
       ⋅ = = ⋅              

 

e che il vettore (1,-2) è autovettore di M  

per 2α 1 1 1 1 1
1

8 3 2 2 2
−       ⋅ = = − ⋅       − −       

 

(7.4)► Determinare gli autovalori della matrice 
2 1 1
2 3 4
1 1 2

M
 
 =
 − − − 

  

utilizzando le due forme dell’equazione caratteristica e provare che sono identici nei due casi. 
Scriviamo il polinomio caratteristico per la prima forma 

( ) ( )( )( )3 2

2 1 1
det 2 3 4 3 3 1 1 3

1 1 2
M E

λ
α λ λ λ λ λ λ λ

λ

−
− = − = − + + − = + − −

− − − −
 

L’equazione caratteristica corrispondente ha quindi radici 1 2 33, 1, 1α α α= = − =  

Ora scriviamo il polinomio caratteristico per la seconda forma 

( ) ( )( )( )3 2

2 1 1
det 2 3 4 3 3 1 1 3

1 1 2
E M

λ
α λ λ λ λ λ λ λ

λ

− − −
− = − − − = − − + = + − −

+
 

Come si vede l’equazione caratteristica corrispondente ha le stesse radici. 
Scriviamo il sistema per il calcolo dell’autovettore per l’autovalore 1α  utilizzando il primo 

polinomio caratteristico 
0

2 4 0

5 0

x y z

x z

x y z

− + + =
 + =
− − − =

 

che ha soluzione 2, 3, 1x y z= = = −  
Utilizziamo ora il secondo polinomio caratteristico 

0

2 4 0

5 0

x y z

x z

x y z

− − =
− − =
 + + =

 

e verifichiamo che ha esattamente la stessa soluzione. 
In modo analogo si trovano gli autovettori per gli altri due autovalori  

2

3

0, 1, 1

1, 1, 0

x y z

x y z

α
α

⇒ = = = −
⇒ = = − =

. 

7.4 Matrici non diagonalizzabili 
(7.5)► Sia data la trsformazione T con base ortonormale; diagonalizzare in M’  la sua matrice 

7 6
5 4

M
 =   

 

Scriviamo l’equazione caratteristica 

( )( ) 27 6
7 4 30 11 28 0

5 4
α α α α αα

− = − − − ⇒ − + =
−

 

Troviamo gli autovalori 1,2α  

1 27,   4α α= = .  
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Gli autovettori si trovano risolvendo il sistema omogeneo per i due autovalori 1,2α  

( )
( )

7 6 0

5 4 0

x y

x y

α
α

− + =


+ − =
 

Come si verifica facilmente il determinante dei coefficienti è diverso da zero per ambedue gli 
autovalori, quindi il sistema non ha soluzioni diverse dalla soluzione banale; pertanto non esistono 
autovettori per M che non è diagonalizzabile. 
7.5 Teorema Spettrale reale 
Riprendendo quanto accennato nel paragrafo 7.1 enunciamo il 
 Teorema spettrale reale 
Se T è la trasformazione e la sua matrice associata M è simmetrica di ordine n, allora sono valide 
le seguenti affermazioni: 

1. se , 0v w =  con v autovettore non nullo, è ( ) ( ), , , 0v w T w v w T v= = =  

2. esiste una base ortogonale di nℝ  i cui elementi sono tutti autovettori di M; 
3. esiste una matrice ortogonale H tale che 

(7.6) 1
1 2( , ,..., )T

nH MH H MH diag α α α−= =  

Ciò è coerente con i risultati fin qui ottenuti.  
Infatti la (7.6) è la (5.4) con M simmetrica che quindi è diagonalizzabile. 

(7.7)► Sia data la matrice
1 2
2 2

M
− =  − − 

 che è simmetrica perché uguale ad TM . 

L’equazione caratteristica di M è ( ) ( )2 6 2 3 0α α α α+ − = − + =  ed ha soluzioni 1,2 2, 3α = − . 

Gli autovettori relativi a questi autovalori esistono e sono dati dalle soluzioni dei sistemi 

( ) ( )2 0 4 2 0
2, 1 , 1,2

2 4 0 2 0

x y x y
x y

x y x y

− − = − = 
⇒ = − ⇒ = − − = − + = 

 

Pertanto sono verificati i tre punti 

1. Elementarmente è: 
2 3 1 2 2 3 2 1 2 3

, , , 0
1 6 2 2 1 6 1 2 2 6

− −               = ⋅ = ⋅ =               − − − − − − −               
 

2. La base formata dagli autovettori è ortogonale:
2 1

, 0
1 2

    =   −   
 

3. Sviluppando la (7.6) con gli autovettori normalizzati si ha: 
2 1 2 1

2 1 2 05 5 5 5'
1 2 1 3 1 2 0 3

5 5 5 5

M

−   
         = ⋅ ⋅ =   − −       
      

 

Si noti che se M è simmetrica anche M’  lo è, anche con una base semplicemente ortogonale e non 
necessariamente ortonormale 

2 1 2 1 2 1 7 1
'

1 2 1 3 1 2 1 18
M

−       = ⋅ ⋅ =       −       
 

Per tutto quanto sopra esposto, possiamo interpretare geometricamente il teorema spettrale nel 
seguente modo: dato un sistema di riferimentoCAR  i cui assi siano paralleli agli autovettori di T, la 

trasformazione di ogni vettore X  nel vettore X  consiste nella moltiplicazione di ogni coordinata 
per il rispettivo autovalore il che significa semplicemente che la trasformazione è solo un 
cambiamento di scala 1 2, ,..., nx x x .■ 
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8 Conclusioni 
 

8.1 Tre risposte 
Concludiamo questi semplici appunti tornando all’esempio iniziale di grafica vettoriale con 
l’ingrandimento di un quadrato e rispondendo a tre domande rimaste in sospeso. 

Perché abbiamo parlato di un’unica trasformazione ? 
Una volta introdotto il concetto di operatore lineare tutto risulta chiaro: esso attua la 
trasformazione lineare di tutti i vettori del piano pertanto tale trasformazione è unica per i 5 vettori 
che rappresentano i quattro angoli del quadrato e la sua diagonale. Ciò che cambia è soltanto il 
parametro k, ovvero la scala delle coordinate, ovvero i due autovalori, coincidenti nel caso del 
quadrato, distinti nel caso di un rettangolo. 

Perché l’origine delle coordinate è nell’angolo in alto a sinistra ? 
Il sistema operativo considera la barra del titolo esterna alla finestra attiva; ciò in funzione del 
ridimensionamento della finestra che in senso verticale avviene a spese della parte inferiore e in 
senso orizzontale a spese della parte destra. Pertanto, essendo l’angolo in alto a sinistra l’unico a 
non cambiare mai coordinate durante il ridimensionamento, esso viene preso come origine delle 
medesime. 
Nei software di grafica vettoriale questa è l’origine delle coordinate che viene proposta per 
default, ma l’utente può ridefinirla a suo piacimento costringendo però il sistema a calcoli 
aggiuntivi. 

Perché la matrice 3x3 dei numeri da 1 a 9 ha determinante nullo ? 
Perché i vettori-colonna sono L.D. potendosi la prima riga ottenere dalla seconda moltiplicata per 
due e sottratta della terza. E’ evidente che qualsiasi matrice quadrata di tal genere di qualunque 
ordine ha determinante nullo, come per esempio il cartellone della tombola. 
8.2 Modello di software per grafica vettoriale 
Ho scritto questo sorgente in VisualBasic® perché, come linguaggio ibrido strutturato-ad oggetti 
con sintassi altamente esplicativa, produce listati comprensibili a chiunque,. 
Poiché esso ha uno scopo didattico, l’ho scritto pensando a ciò piuttosto che alla massima 
efficienza di elaborazione e ho preferito limitarlo all’esecuzione di  una o due funzioni al massimo 
con listato breve, piuttosto che riempire un solo programma di molte funzioni ottenendo un 
sorgente chilometrico e faticoso da leggere. Ho inoltre abbondato con i commenti, che sono 
preceduti da un apice che vale come il più comune Rem, sempre pensando alla funzione didattica. 
(L.C.). 
Il pacchetto www.4dmatrix.it/math/traslin.zip contiene: 

•••• Il listato del sorgente quadrati.txt 
•••• L’eseguibile quadrati.exe che non necessita di installazione 
•••• L’intero progetto in VB6 

Tutto il materiale contenuto nel pacchetto citato è libero da qualunque vincolo e il lettore può 
farne l’uso che ritiene più opportuno.■ 
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