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Cosa troverete in queste pagine ?

L’argomento e costituito dalle trasformazioni limeael piano con evidenziate alcune loro
applicazioni pratiche nella grafica 2D. Si trattd dn ambito tanto interessante quanto vasto
perché non solo i programmi di grafica vettoriatene basati su trasformazioni lineari, ma anche
alcune funzionalita di altri software non graficipersino del sistema operativo lo sono, come per
esempio la costruzione col mouse del rettangol@igyali selezione degli oggetti.

Dal punto di vista algebrico ho dato importanzaeathatrici di trasformazione intese come
operatori lineari utilizzati nei software di graficvettoriale per disegnare forme geometriche e
quindi per deformarle, rifletterle, ruotarle (...nmeon traslarle!).

E poiché 'argomento e di portata enorme ho preseansiderazione solo alcune delle
trasformazioni lineari piu semplici presenti in pnogramma di grafica vettoriale riferite al solo
disegno di poligoni che troverete evidenziate icual box, ben separate dal contesto algebrico.
Chi non fosse interessato alle argomentazionipti thformatico trovera semplicissimo ignorare i
riquadri in corsivo e concentrarsi sull’algebra kare.

Infine, parte degli esempi li ho tradotti in lingugio di programmazione e compilati in un
eseguibile che costituisce un modello elementaresafiware per grafica vettoriale, con
lintenzione di mostrare lintrinseca semplicita Idécore” di un tale software basato su
trasformazioni lineari e di creare uno stimolo aisere codici piu completi ed efficienti.

Anche guesto pacchetto puo essere tranquillamenigrato senza che la parte teorica ne sia in
gualche modo impoverita.

Come mia abitudine ho cercato di dimostrare tittanodo semplice e chiaro, ma non ho
ritenuto opportuno inserire in questi appunti laristrazione dei teoremi di Chasles e di Cartan-
Dieudonné perché richiedono nozioni che avrebbgmpesantito la lettura e che, tutto sommato,
non sono indispensabili per gli scopi che mi sorefigso. (L.C.)
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1 Introduzione all'argomento

Aprite col vostro software di grafica vettoriale nnovo documento e disegnate un quadrato con
lo strumento apposito.
Poi fate click su un angolo del quadrato e trageitenendo premuto il tasto Maiusc per
ingrandirlo o ridurlo.

"4

q Con la prima operazione avete trasformato il vedtd(1,1), corrispondente
alla diagonale di un pixel dello schermo, nel vedtd’(n,n) e con la seconda
il vettore d’(n,n) nel vettore d”(m,m); due opeiaai distinte eseguite
utilizzando la stessa trasformazione lineare

Perché parliamo di una trasformazione quando iaretrasformati sono 5 ?
» Per chi non lo sapesse, lo schermo del computéigspazio V dello spazio

7 cartesiano A, ha l'origine delle coordinate netfgolo in alto a sinistra,.
Pertanto questi disegni dovrebbero per coerenzaressapovolti.

T Puo sembrare illogico, ma invece & necessariochpef?
Le risposte in coda a questi appunti.

d'(n,n)

5
d(1,1)

Ecco, avete appena eseguita tragaformazione lineard :V - V che potreste anche chiamare,
senza sbagliarérasformazione vettorialeapendo cosi perché il software che state usaddo e
grafica vettoriale e non di grafica bitmap.
Infatti, il vostro quadrato € esattamente definiddla sua diagonale, ovvero davettorecon:

* punto di applicazione nel vertice opposto a quéilvascinamento

* modulo pari alla lunghezza della diagonale

» direzione uguale alla direzione della diagonale thae vertici

* verso uguale al verso di trascinamento
Quindi quando modificate le dimensioni del quadrada fate altro che modificare modulo e
verso del vettore-diagonale; il software di graf¥edtoriale si incarica di gestire il tutto con cmi
operatore e la memorizzazione delle coordinateldeisoli pixel corrispondenti al punto di
applicazione e al termine del vettore occupa pbygtes nella memoria del computer.
Paradossalmente abbiamo realizzato i disegni pEstgappunti prima creandoli con un software
di grafica vettoriale e poi convertendoli in graficitmap, e cio perché il word processor col quale
scriviamo consente I'inclusione di illustrazioncksivamente in grafica bitmap !
Ma anche i documenti in Hyper Text Markup Langudg@agine web per intenderci, non
supportano la grafica vettoriale.
E allora perché abbiamo bisogno della grafica viete ?
Se aveste voluto disegnare il vostro quadrato cosoftware bitmap, esso sarebbe stato gestito
mediante memorizzazione delle coordinate di tuyitkel che lo compongono con un ingombro in
memoria di gran lunga superiore e con una qualdafica decisamente inferiore.
Per avere un’idea della dimensione dei files chenorezano i quadrati, ecco gli ingombri in
memoria:

» grafica bitmap non compressa = 6000 Kb.

» grafica bitmap compressa = 300 Kb.

» grafica vettoriale = 15 Kb.
Quindi I'ordine di riduzione dalla grafica bitmapeavettoriale € circa di 400 a uno, essendo
impossibile riprodurre in questi appunti la maggiqualita del disegno in vettoriale il cui
ingombro, a differenza del disegno bitmap, & indgente dalle dimensioni dell’output.
Si pensi a questo punto ad un disegno CAD con outpil contenente migliaia di segmenti e
figure geometriche e allimpossibilita di memoridpaconvenientemente in un formato bitmap
che conservi la risoluzione grafica necessarigaleroutput.
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2 — Trasformazioni lineari

E’ bene capire subito che una trasformazione lmeawn’applicazione che modifica oggetti
matematici appartenenti 0 meno ad uno stesso slagave.

Che vuol dire ?

Un primo esempio I'abbiamo gia fatto trasformandovattore appartenente ad uno spazio
vettoriale a due dimensioni in un altro vettoreapgnente sempre allo stesso spazio.

Ma ecco un secondo esempio. Dato lo spazio linkare +1 dimensioni dei polinomi di grado
massimam, anche la derivazione e l'integrazione di una fane in una variabile sono
applicazioni che trasformano la funzione nelladedvata e nel suo integrale appartenenti allo
stesso spazio.

Prima di dare una definizione di trasformazionedire, ricordiamo le proprieta che definiscono
unospazo vettoriale:

1. Chiusura rispetto all'addizione di elementi deIBieme:(x + X ) oA
2. Chiusura rispetto alla moltiplicazione degli elertigrer scalari: nx O A
3. Proprieta commutativa dell'addizione tra elementi+ x = x + X
4. Proprieta associativa dell’addizione tra elementi:
(% +x)+x =(x+x)* x=(x+ ¥+ x
5. Esistenza dell'elemento nullog + O = X
6. Esistenza degli elementi oppostj:+(-1)x = O
7. Proprieta associativa della moltiplicazione per Bza n(mx) =(nn) x
8. Proprieta distributiva rispetto aII’addizionen(x + X ) = nx+ nx
9. Proprieta distributiva rispetto alladdizione{n+ m) x = nx+ nmp

10. Esistenza dell’elemento identido; = x

Unatrasformazione lineare & un’applicazione

21TV - W

nella qualév e W sono rispettivamente sottospazi di due spazillirkea B di dimensioni non
necessariamente finite che possono o meno coircalper la quale sono conservate la somma e
la moltiplicazione per uno scalaM e il dominio degli oggetti matematici che posseseere
trasformati eV € il codominio degli oggetti matematici trasformatpoiché compaiono degli
scalari & necessario definire il cantpalei medesimi.

In questi appunti, per coerenza con I'approccipiaie (il computer ignora i numeri irrazionali...),
sara sempr& = , salvo diversa indicazione.

Sempre per coerenza con I'approccio informaticesgomo introdurre la semplificazione di
considerare spazi lineari a due dimensioni, potsn@masi sempre...) estendere ogni
affermazione fatta su tali spazi anche a spazatiredn dimensioni.

Inoltre stabiliamo che (salvo diversa ed esplititicazione):

» gli spazi lineariA e B coincidance coincidano anche i sistemi di coordinateRg;{(OX)b;
*  (v,Vv,)=(1,0;0,Drappresenti una base ortonormale;
o X(xV=(x%Y , X(xY=(%") siano rispettivamente il vettore e la sua

trasformazione;
e a,b, ¢, dsiano le coordinate di trasformazione.
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2.1 Operazioni con le trasformazioni
Ora poniamoci due domande.
Prima domandacosa prova che una determinata applicazione € tasdidrmazione lineare ?
In base a quanto detto sopra, la verifica dellgp@ogdi relazioni
T@x)y=aT(X

CA 100 =13+ Ty

che combinate assieme danno

23)T(ax+By)=aT(X+BT( Y

dovex,y sono vettori ez, £ scalari

Quest'ultima relazione puo essere estesa per iodea quella piu generale relativa ad un numero
qualsiasi di vettorix;, x,,..., %, con i relativi scalara,,a,,...,a,

CHT  ax = aT(x)

k=1 k=1

Nel primo esempio le relazioni precedenti sonoficatie dalle proprieta delle proiezioni e nel
secondo elementarmente dal fatto che, sia nellaad#one che nell’integrazione, una costante
puo essere messa fuori segno e I'operazione sutians € uguale alla somma delle operazioni
sugli addendi.

Dimostrazione della conservazione della moltiplioae per uno scalare.
Sia dato uno spazio vettoriale A di dimensioni rued sua base,, a,,...,d,; siano altresi dati
due vettori di A espressi mediante tale base
X=a,8,0,8,..,0, 8,
y=B2a,5,8,..538
Supponiamo ora di avere la trasformaziohe A - A che trasforma il primo vettore nel secondo
T(x)=y=p,a,0,a,,...06,4a,.
Ora moltiplichiamo il vettore x per uno scalare
Xy=a,ay,a,ay,..a,8ay
e applichiamo la trasformazione T per ottenereilaaktrazione
T(%)= Aay.B.ar...f ar=V(B:a B85, 8) =y X X

Dimostrazione della conservazione della somma.
Sia dato in A un terzo vettore e la sua trasformagitramite T
z=0ato,a+..+9,§
T()=aR+5h+.+4,h
Sommiamo x e z
x+2=(a,+5)a+(a,+5,) a+..(a,+3,) 3
e quindi trasformiamo tale somma mediante T penalte la dimostrazione
T(x+2=(a,+3)h+(a,+3,) b+..(a,+7,) h
T(xt)=ah+a,h+..+a,Qh+0,b+td,h+.+J, b
T(x+2=T(3+ W 2
Seconda domanda: una trasformazione lineare € @nica
Affermativo.

Dimostrazione dell’'unicita della trasformazione.

Basta dimostrare che una qualsiasi altra trasforioag T’ che trasformi x in y coincide con T.
Per ipotesi si ha

T(X=a,T'(a)+a,T(a)+...+a,T(a)
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da cui applicando la proprieta della moltiplicazieper uno scalare si ha la dimostrazione
T'(®Y=T(xa)+ T(@,a)+..+ Tl@;a)= Tx T="

2.2 Trasformazioni composte

Date due trasformaziofii: A— B, T': B- C che applichiamo consecutivamente in

guest’ordine ad un vettore X, si avra la trasforioiae compostd ' T: A- C
X=T'"T(X) =T T(X.
Ad esempio, s A - B é latrasformazione®': B - A ¢ la sua inversa, la trasformazione

composta sara la trasformazione idenfica T: A— A
Una buona dimostrazione consiste nel mostrareeheesM’ sono le matrici associate
rispettivamente & e T’, la matrice associata® T e M'M

_ 7 -1 . 297 ,_ 3
|\/"311"\/"13 o’x‘ 5

o _ 7 -1_.3 16 Jo\_ 3, 2 97_ 16 624C
T(X)‘x‘31155‘64 T(X)'xle, 0D64_ 208

, o 2 97 _7-1_3_ 305 1065, 3 624
T T(X) = X= 13 07311757 91 -13" 5 208
2.3 Tipi di trasformazioni lineari

2.3.1 Omomorfismoouol10S, omoios= simile, popgow, morfoo= dare forma
La trasformazione che modifica un oggetto materoatiain altro € dunque unica ed in generale é
un’applicazione solo suriettiva: ogni elementd\é immagine di almeno un elementoAdi
(suriettivitd) ma elementi distinti & non & detto abbiano immagini distinteif(iniettivita).
Pertanto, in generale, un’applicazione lineare éorecessariamente biunivoca (biiettivita).
Per rendersene conto basta pensare che medidarasftamazione lineare nulla ogni vettore/di
e trasformato nell’'unico vettore W, quello nullo, e pertanto con tale trasformazitutg gli

elementi diV hanno la stessa immagine\M{ O} ; 'applicazione e suriettiva ma non iniettiva.
2.3.2 Isomorfismoloos, isos= stessopop@ow, morfoo= dare forma

SeT associa elementi distinti #ff ad elementi distinti diV I'applicazione é biiettiva. In tal caso

T(V) & immagine dV e, come vedremd], (W) e controimmagine dV e quindi I'applicazione &

doppiamente iniettiva ovvero invertibile perchéitgli elementi trasformatim (v) = W pOosSsono

essere ricondotti alle loro condizioni iniziali miadte la trasformazione invergafl(w) =v.

Si rifletta sul significato della parola isomorfisns “dare stessa forma” come spiegato poco piu
avanti nell’esempio (3.3).

2.3.3 Endomorfismoegvdov, endon = dentrgiopg@ow, morfoo= dare forma
E’ il caso nel quale la trasformazionde A - A, ovvero di uno spazio su se stesso. E’ una
definizione che puo sovrapporsi alle precedentitelle trasformazioni di grafica vettoriale sono
endomorfismi.

2.3.4 Isometrial00S, iISOS= SteSSOHETPEW , metreo= misurare

Si ha quandd & un endomorfismo § (X)| = || X| . Cio significa che nella trasformazione di un
vettore il suo modulo viene conservato, ovvero @ieonservata la distanza tra due punti qualsiasi
IT(X)=T(Y)| =] X~ ¥ per tutti i vettoriX,Y del piano.

Come vedremo cio puo accadere solo se la trasfooma2 una riflessione o una rotazione.

Un’isometria e quindi sia un endomorfismo che wmisrfismo e pertanto anche questa
definizione puo sovrapporsi alle precedenti.
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3 Matrici di trasformazione

Nei testi di algebra lineare c’é una certa indéfeza nei confronti dell’'uso di termini quali
applicazioni lineari, trasformazioni lineari e ogtari lineari che sono considerati generalmente
sinonimi.
Noi proponiamo un approccio formale che distingad termini:
» Un’applicazione lineare sia ustanza algebrica astrattdale istanza si esprime con la
notazione (2.1)
e Una trasformazione lineare siaVentonel quale un oggetto matematico viene
trasformato: tale evento é espresso dall'eguagliéBz)
» L’operatore lineare sia Istrumentaramite il quale si concretizza la trasformaziciade
strumento € espresso tramite una matrice del 8@) (
3.1 Matrici di trasformazioni quadrate

A questo punto é naturale descrivéreella base(x, y) col sistema lineare

— X = ax+ by
3.T(X)= X
EUT(X)=X(%y) o

nel quale le coordinate del vettore trasformatmsespresse come combinazioni lineari della
base.

T € dunque definita completamente dai coefficiartiic,dche possiamo scrivere in forma
matriciale

_ab
(3.2)M = c d

La matriceM e dettamatrice associatalla trasformazione, pitu concisament@atrice di
trasformazionecontiene tutte le informazioni necessarie sudaformazione stessa e per una data
base € unica.

Per questo motivo ci sembra coerente chiantgr&aatore lineare

(3.3)» Espansione e contrazione
X =21+ 01
a=c=2,b=d=0 B 2 O:2E
y=00+21 0 2
Questo e I'esempio portato all’inizio del quadratiocomputer nel caso sia di lato 1 e se ne voglia
guadruplicare la superficie: si raddoppia il modude! vettore-diagonale.
E’ importante notare che I'operatore KE € quelkpdtato all'ingrandimento e alla riduzione di
segmenti e figure geometriche. Come si nota, peligoni il sistema piu efficiente & quello di
trasformare le diagonali lasciando a funzione imeiil compito di disegnare i lati di triangoli
simili.
Si rifletta sul fatto che I'uso di un unico opersg@ermette, cambiando il solo scalare k, di
disegnare ripetutamente figure geometriche di dsimre diversa con grande rapidita
(animazioni).

L
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X=x+0 10
y=0+y 01
E’ difficile trovare un esempio piu semplice di gte la matrice e la matrice identica e quindi la

trasformazione € laasformazione identicaCon essa ogni vettore viene “trasformato” inteeso
e quindiT non trasforma un bel niente !

X=0+0
(35 a=b=c=d=0 _ 09
y=0+0 0 O

Esempio triviale: ogni vettore viene trasformatbvedtore nullo, la trasformazione e la
trasformazione nulla

(34) a=d=1b=c=0

<

X=X+2y 12
y=2x+4y 2 4
Ed ecco infine un esempio di trasformazione dege(rea anche la (3.5) lo e...):
» la matrice di trasformazione ha un determinantéonul
» il determinante & nullo perché i due vettori son.lpotendosi il secondo ottenere dal
primo moltiplicato per lo scalare 2;
* idue vettori sono pertanto collineari, non possfammare una base e quindi non e
possibile tramite essi rappresentare (trasformarejualsiasi vettore del piano.
Infatti, se noi provassimo comunque ad eseguitetdormazione di vettori diversi mediante tale
matrice, non faremmo altro che allineare tuttimfpalel piano sulla retty = 2x:

12D2: 6 . 12D1: 5 ecc
2 4 2 12 2 4 2 10’ '
3.2 Matrici di trasformazione come operatori lineai
Ma come si utilizza la matrice di trasformazion&8sa e bperatore linearali cui parlavamo.
Infatti T &€ governata dalla relazione
(38.7)X = MX
e per rendersene conto basta seguire questi psemplici passaggi:

X=ax+Db X _
X = ax+ by x_axby:abD§ < = MX

(36) a=lb=c=2d=4

y=cx+dy Y cx dy cd
Semplicemente cio significa che la trasformaziomescste nel moltiplicare una matrice (non
necessariamente quadrata) per una matrice-col&paiché come €& noto moltiplicando un
matrice dim colonne per una matrice-colonnands mrighe si ottiene un vettore colonnandi
righe, il risultato della trasformazione sara ittoee trasformato.
Ma per capire meglio i termini del problema saraebabbandonare momentaneamente le
semplificazioni introdotte all'inizio del paragraéoconsiderare una trasformazione di uno spazio a
n dimensioni su uno spazionadimensioni com,minteri qualsiasi.
3.3 Matrici di trasformazione rettangolari
Una trasformazione come sopra accennato producematiece associata rettangolare e viceversa
se la matrice di trasformazione non & quadrata dmelche essa € associata ad una

trasformazione che coinvolge due sottospazi dinerdiversoT V" - W" conn# m
Potete vedere la matrice di trasformazidig,, come un congegno matematico nel quale un

vettore entra an dimensioni ed esce addimensioni:

;o
(38) a‘H :12 am a11 a12
(azs a; 323) £ 2 :2‘ 222 - 3
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Consideriamo la trasformazioffe: V* — W? che manda vettori da uno spazio lineare
tridimensionale in uno spazio lineare bidimensiena

Siano le basi rispettivamentév;,v,,v,) e(w ,w,) ortonormali.

Allora possiamo esprimere il vettore trasform¥{X, y) con una combinazione lineare della base
di V?

Y = allvl+ alZV2+ a13\/3

Y=, u+ a,%t a,\

da cui la matrice di trasformazione, la prima d€la)

T(X)=X

1
113 1+ 2+3 . 6 _ S
(3.9) MX=4 o 2Di‘ avigr 2 24~ %

Procedimento analogo per una trasformazion®* — W* con basi (v,,v,) e (w ,w, ,w)
X=a,u+ a,V,
T(X)=X  y=a3\y+ 3y

Z=ag Mt &\

da cui la matrice di trasformazione, la secondadal|8)
11 4 4+ 5 9

(310) MX=3 20_ = 12+10= 22=X
35 12+ 25 37

Come si vede da questi esempi, l'usuale prodadtantxtrici giustifica la (3.8) secondo la quale le
dimensioni del dominio sono date dal numero di co&della matrice di trasformazione e le
dimensioni del codominio dal suo numero di righe.

Cio su cui € bene riflettere € che trasformazidogjuetsto genere non possono essere isomorfe e
che pertanto gli oggetti matematici dei due spamabssostanzialmente diversi.

Infatti sorge spontanea una domanda: perché I'eef8A.0) non e stato formulato in modo da
essere l'inverso del (3.9) ?

Algebricamente la risposta e nel fatto che le roatettangolari non sono invertibili e cio risukier
chiaro nel paragrafo successivo, dove parlerent@astfiormazioni inverse.

4 Trasformazioni e matrici di trasformazione invers

Ora che sappiamo, data una matrice di trasformazimme trasformare un vettore dato in un
altro, sarebbe opportuno essere in grado di fastkeann’altra operazione: conoscere quale
matrice di trasformazione occorre per trasformareettore dato in un altro prestabilito, il che
permette anche di riportare il vettore trasfornragtle sue condizioni originarie, ovvero di
eseguire una trasformazione inversa.
4.1 Trasformazione inversa
Sia la trasformazione diretta quella espressaist@insa e dalla relativa matrice
T(X)= X= i axtby a b

y=cx+dy ¢ d
Applicando la regola di Cramer le soluzianydi tale sistema saranno
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ib‘ a‘j
y d cy
X = V=

abya
cd C

Sviluppando i determinanti al numeratore avremo
_Xd-by = ay-"xc

X = , V=
ab a
[

c d
e quindi il sistema di trasformazione inversa eelativa matrice saranno

x=—9 x4 P y d —b
a b a j a b |a j
_ cd c
(4.1)T*(X)= X = mi= (¢ die
e I -C a
y a bx a y a bl |a
cd C c d |c

4.2 Matrice inversa

Ora dobbiamo capire come si costruisce la matneersa. E’ semplice, vediamo quali sono i suoi
elementi.

A denominatore abbiamo il determinante della matdictrasformazione diretta.

A numeratore abbiamo i complementi algebrici trddiatraspostadi tale matrice.

Pertanto costruiamo prima la trasposta

M7 2 g d,-b,-c a

e poi scriviamo i suoi complementi algebrigj in forma matriciale ottenendo iaatrice
aggiuntache ci fornira la mappatura dei numeratori delld )4
d -b
A TY —
42M*=C,(MT)= . a
Si noti che la matrice aggiunta puo essere coatraitche prima scrivendo in forma matriciale i
complementi algebrici e poi operando la trasposrie pertanto si ha
A _ T\ _ T
M* =G, (M )‘ G (M)
Quindi la costruzione della matrice aggiunta € pdgutica alla costruzione della matrice inversa
che puo essere rappresentata con la relazione

A3M =—L A
detM )
(4.4) Trovare l'inversa della matric®l = :1% i e verificare che essa rappresenti
effettivamente la trasformazione inversa.
det(M)=-2
4 -2
— — 2 1
r_ 13 a_ 4 -2 1_ =2 -2 _
M=y M= ¢ VM "—_3_1"2——;
-2 -2

E’ facile vedere che la trasformazioXe= T( X) espressa nel sistema seguente medinte
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X=XxX+2y

y=3x+4y
viene annullata dalla trasformazione invedsas T‘l( )_() espressa nel sistema seguente mediante
M -1

X=4X-2y

y=-3x+y
Infatti se il vettore da trasformareX(2,2) con la trasformazione diretta si avra
c_12_2 6
=347 1

mentre con la trasformazione inversa riporterenvetiiore trasformato nelle sue condizioni
iniziali

-2 1
_ 6 _ 2
X= 3 _1U,=
2 2

Fin qui tutto & molto semplice, ma con matrici dlioe superiore a 2 la faccenda si complica

maledettamente e gia con una matrice a 3 dimenisicaicolo richiede molta attenzione:
113

45 M=456

7 8 9
det(M)=1{509- 61— If 49 B )+ § B8 B)EF- 3 6 H-
147 519-618-11% 83 @6 53 - 3 15 !
M"=15 8 MA= —400+ 706 119 TI3- M6 @ 3= 6- 12 |
369 448- 715 -118 7111 5 @1 - 3- 1
-3 15 -9
6 -6 -6 i _15 3 Curiosita:
._ 6 -12 6 _ 2 6 2 12 14
M= — — — = -1 2 -1 A
-6 -6 -6 4 5 g=0=(2 5
3 -11 + 1.1 7 8 36
—_6 —_6 —_6 2 6 6 Perché ? Date una spiegazione.|.

Ed ora facciamo la prova del nove cil, 3,5)

1 15 3 19 15149 8176
113 1 #3315 19 52 g 2 19 2 g 2 1
X=45603= 415 30= 49 -1 2- 10 4= - 19 98 76 =
789 5 7+24 45 76 1 1 1 76 19 49 76
2 6 6 2 6 6

Una bella fatica, e se I'ordine della matrice € giage di 3 qualsiasi calcolo manuale comporta
margini d’errore eccessivamente elevati per edsetato ed e giocoforza mettere mano al
computer.

Le proprieta delle matrici inverse possono esdassunte nell’'unica riga seguente:
(46)X =M*'X=M'MX=EX M'M=E= MM'=( I\/Fl)_l M

doveE é la matrice identicacl) 1
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4.3 Regola di Cramer

Ecco una buona occasione per vedere come si affaveegola di Cramer, imparata
drammaticamente a memoria ai tempi del liceo.

Sia dato il sistema seguente con incogriyelel quale si vuole trovare la soluziore ¥ sono

termini noti)
ax+ by="x
cx+dy=7y

Scrivendo il sistema in forma matriciale otteniamo
ab . X _ i(
cd vy Yy

Ora moltiplichiamo a sinistra ambo i membri dekgenda eguaglianza pét ™

MIMX =M?X EX=M!'X X= M'X

Sostituiamo nell'ultima eguaglianza I'espressioradmatrice inversa

MX = X

a_ M2 X = M A %
detM detV
Riscriviamo questa espressione in forma matriciale
d -b
x _ ¢ a D?
y a b y
cd
ed eseguiamo la moltiplicazione
dx — by
X _ —CX+ay
y lab
cd
Esplicitiamo le incognite
(= dx-by _-cx+ ay
a b’

a
cd c
Scriviamo infine i numeratori in forma di determirigper ottenere la regola di Cramer
X b a _j
X = y d ’y: ¢
ab a
c d c j
4.4 Trasformazioni non invertibili
Se noi consideriamo lo spazio line&talelle matrici di ordina, le matrici ditrasformazione
affine (non degenere) costituiranno un sottospazid.di
Con I'esempio (3.6) si capisce perfettamente capafiea “trasformazione degenere”: un oggetto
matematico subisce una trasformaziaoe invertibilenel senso che esso non puo essere riportato
nelle condizioni iniziali con nessun’altra trasf@mmone.
Logica deduzione & dunque che se il determinart@aimatrice di trasformazione € nullo la
matrice stessa non e invertibile e rappresentarastbormazione degenere.
Da un punto di vista algebrico non & possibilercig la matrice inversa di una matrice con
determinante nullo perché al denominatore delld) @ndrebbe uno zero.
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4.5 Nucleo di una trasformazione lineare
E’ utile avere un riferimento alternativo al calcalel determinante della matrice di
trasformazione per stabilire se la trasformazidassa € invertibile.

Definiamo come nucleo Ker(T) di una trasformazidne/ - W l'insieme degli elementi
di V che vengono trasformati nell’elemento nulldAdi
Se Ker(T) contiene solo I'elemento nullo di V, ifvertibile.

V,W, Ker(T) sono sottospazi di ".

Ad esempio, con la trasformaziofie " - " doveT é la trasformazione identica, & ovvio che
il nucleo diT contenga solo I'elemento nullo di" e che quindi essa sia invertibile ed
isomorfismo di " su se stesso.
Al contrario, con gli stessi spazi vettoriali manda trasformazione nulla, il nucleo Ticontiene
tutti gli elementi di ": tale trasformazione non € invertibile, non étiiva, non é suriettiva, &
degenere ed in fin dei conti non € neanche unfotraazione.
(4.7) Vediamo ora un esempio non triviale di utilizzd decleo per decidere dell'invertibilita
diT.
Supponiamo di avere una trasformazione lindare > —  ? che manda i vettori da uno spazio
tridimensionale in uno spazio bidimensionale tranatmatrice associata

111

M= 101

Poiché la matrice e rettangolare e il calcolo d#edninante ha senso solo per matrici quadrate,
dobbiamo rivolgerci &er(T) per decidere dell'iniettivita dr.
In questo esempio un vettore df appartiene aer(T)se e solo se le sue coordinate soddisfano il
sistema omogeneo

X+y+z=0

Xx+z=0
E quali sono i vettori di * che vengono mandati neI{@} di %7

E’ fin troppo evidente che qualunque vettore dirdowate (j,0,-)) j[0  soddisfa tale sistema che
pertanto ha infinite soluzioni che appartengoregT). Non contenend&er(T) esclusivamente
I'elemento nullo di 2, la trasformazione non & iniettiva e quindi nomeitibile.
Applicando ilteorema della Nullita piu Rangall’esempio precedente si ha
dim ®-dim ?=dimKer(T)= 3- 2= 1, il che del resto & provato dal fatto che una lbase
Ker(T)é (1,0,-1).
Ricapitolando, se una trasformazione lineare eértibike, valgono le seguenti affermazioni:

* ivettori colonna della matrice di trasformaziowa&s L.1.;

* il determinante della matrice di trasformazioneweso da zero;

» la matrice di trasformazione € invertibile ed écani

» latrasformazione inversa é anch’essa lineare;

* latrasformazione lineare e la sua inversa soraitine;

* il nucleo della trasformazione lineare contien@d@lemento nullo dv.
4.6 Teorema della Nullita piu Rango
Data una trasformazione lineare T-¥W la dimensione del dominio e uguale alle dinamesi
del nucleo (nullitd) piu la dimensione del codoraifriango)
(4.8 dimV = dimKer(T) + dimlmg(T)
Inoltre :

* se Ker(T) e Img(T) hanno dimensione finita anch&\dimensione finita

e se V ha dimensione infinita, o Ker(T) o Img(T) Imaehsione infinita
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Cosi come e enunciato € piu logico chiamare taleteateorema delle Dimensioni.
Ma considerando chtmg(T)z( MX | XU ”) e che ogni vettordIX & combinazione lineare

delle colonne dM, si avra che
(4.9) dimimg(T) = rk(M)

e quindi possiamo ben chiamare il nostro teorema | !l lettore distingua dal teorema del Rango
teorema della Nullita pit Rang®lull-Rank theorem). | dim(RowM) = dim( ColM) = rk( M)
Se il nucleo dil contiene solo I'elemento nullo si ha | da cui discende la (4.9).

dimV = dimimg(T)

e quindi dominio e codominio di hanno la stessa dimensione e la trasformaziomeegtibile.
Dimostrazione della (4.8).

Sia dato uno spazio linearg #i dimensione n.

Supponiamo di avere una base B £, (4,..., \k) per il nucleo Ker(T) cork < n.

Poiché v, v,..., \sono L.I. allora deve esistere una base gche contengayv,,..., \,

A = (v, Vo,..., \k Vk+1,..., \ker) dOVe necessariamente deve essere k +r = n.

Poiché la dimensione di una base coincide col noendei suoi elementi e con la dimensione dello

spazio cui appartiene, se dimostriamo che C =¢kJv..,T(%+)) € una base di Img(T), avremo

anche dimostrato che dimA = dimB + dimC ovver¢4a)

Per far cio e necessario dimostrare che gli elem@&n€ sono L.I. e generano Img(T).

a) Gli elementi di C generano Img(T).

Dato un elemento qualsiasi]V la sua immagine in Img(T) saray = T(x).

Possiamo scrivere I'elemento x come combinazioreate della base A:

X=QU+ GVt t @Y+ Qi at -t G X

Mandando x da V in W tramite T allora abbiamo:
k k+r

y= ¢T(y)+ ¢V
i=1 i=k+1
k k+r
ma poiché Bé una base di Ker(T) sara ¢T(y) =0 e quindiy = GT(y)
i=1 i=k+1
Poiche y € un elemento qualsiasi di Img(T) é dimtsche gli elementi di C generano Img(T)
b) Gli elementi di C sono L.I.

k+r
Supponiamo che si abbia ¢ T(v) =0 per opportuni scalari.
i=k+1
k+r
Per la linearita della trasformazione segue che ¢y =0 e che quindi I'elemento
i=k+1

X=Gy My t...+ G, \,, appartiene a Ker(T).

Ma anchex=cqV +...+ ¢\, appartiene a Ker(T) per cui non possiamo che asle che
k k+r
X=-x=0 GY -~ ¢v=0
i=1 i=k+1
Ma poiché A = (y, \u,..., & Vk+1,---, \ker) € UNA base, tutti gli scalarj devono essere nulli e
quindi tutti gli elementi di C = (T1),...,T(\+r)) SONO L.Im

5 Trasformazioni lineari con cambio di base
Data una trasformazione lineare la matricél ad essa associata, cosa accade se si cambia la

base in cui § ?
Oppure possiamo chiederci: perché dovremmo camlaidrase di una trasformazione lineare ?
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Applichiamo queste due domande all’esempio di apardi questi appunti, 'espansione di un
guadrato, per un cambio di base da ortonormal@anica.

(5.1) Alla prima domanda risponderemo che, se nel sestfepon base ortonorma(ell,vz) T

trasforma il quadrato di latg = v, in un quadrato di lat@v, = 2v,, nel sistemd con base

canonica(vi,v'z) , T trasformera il rombo con lat, = v, in un rombo con latv, = 2v,.

M=M"
V:

1
2 2;21/2

Questo puo sembrare l'effetto “stretching”
offerto da un software di grafica vettoriale,
ma non lo &: perché ? (cfr. par. 5.3).

Per chiarezza tutti i grafici di questo capitol
sono presentati con i sistemi di riferimento
ad origini separate, ma come € ovvio devo
essere intesi ad origini coincidel

no

Alla seconda domanda risponderemo che, se coraqietiérminatd voglio che il quadrato sia
trasformato in rombo, dovro scegliere una basermaaonB.
Per ottenere cio occorre trasformare I'operatoredieM in M’ in modo chel venga conservata
nel passaggio da una base all'altra.
Come vedremo in questo caso, e non potrebbe estr@meenti, saraM =M '
5.1 Spazi euclidei, basi e sistema di riferimento
Cerchiamo di stabilire se le idee su queste temmg sono chiare prima di procedere oltre.

Uno spazio vettoriale euclide® uno spazio vettoriale reale nel quale e defihjppoodotto scalare.
Gli spazi che prendiamo in considerazione sonoduttlidei.

Come é noto si definisce prodotto scalé.uev} di due vettori il prodotto dei moduli dei due
vettori per il coseno dell’angolo tra essi comprd3ertanto il prodotto scalare € un numero reale e

viceversa ad ogni numero reale & associabile almemodotto scalare.
La definizione di prodotto scalare giustifica laswillita se i due vettori sono ortogonali.

Unabase(v;,V,) =(n m p g di uno spazio vettoriale & un sottoinsieme massirdavettori L.1.

ovvero di generatori dello spazio stesso.

Se(v;,V,) =0 la base & det@rtogonalee se inoltre|v,| = v,| =1 essa & dettartonormalee le

sue componentiersori Se(vl,v2> # 0 e le componenti sono versori la base é dettenica

Abbiamo definito uno spazio nel quale lavorerannostri operatori lineari, abbiamo definito i
diversi tipi di basi che potremo adoperare ma ranaano ancora un sistema di riferimento entro

il quale piazzare tutto cio.

Per cio che interessa in questo contesto definsistema cartesiano di riferiment®., = Oxy un
sistema costruito su una base ortonorngelev,) . Si prega di notare I'ordine delle componeqyi
che definiscondR., come destrorso; cio &€ molto importante nella defime del segno della

misura di una rotazione che e positiva se antiar&i, = Oyx sarebbe sinistrorso e sarebbero

positive le rotazioni orarie.

In questo lavoro considereremo solo sistemi drirfento cartesiani destrorsi.
Si prenda nota del fatto che il sistema di rifemoeresta immutato anche se la trasformazione e

su base diversa dalla ortonormale come nel (S5pErtanto le coordinate d e X sono riferite

allo stessoR.,.
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5.2 Cambio di base generico
Supponiamo ora, per una datan base qualsiasi @ (v;,V,),(v, %) # 0)| v[| #| | # 1, un

cambio in una base qualsiasiBi(vi,v'z). Il lavoro da fare sara quello di scoprire come carivb

in M’ nel passaggio di base e per fare cio abbiamo bisdguna matric® che esprima |l

cambiamento di base. #7
5.2.1 Matrice del cambio di base 3

Per capire da dove partire basta considerare che M>M’ s

possiamo esprimere le componenti della nuova base s

come combinazioni lineari della vecchia mediante T )

il sistema lineare: 7] M

Vv, =ay + by o Vi
V, =cy + dy
allora P = i 3 e lamatrice del passaggio di basdl passaggio di base € esso stesso una
trasformazione lineare.
(5.2) Qual'é la matrice del passaggio di base da ortoate X (v, v,) a )?(vi, v'2) =(0,21,3e
qual’é la matrice del passaggio inverso ?
Troviamoa,b,c,drisolvendo il sistema
O0=a+0
2=c+0 P 0
1=0+b 2
3=0+d
e per il passaggio di base inverso il sistema
1=0+2b
0=0+2 -
ptl=
O=a+3b
l=c+3d
il che & provato dal fatto cheP™ = E.

Per i due passaggi si ha rispettivamefite PX e X = P X. E’ quindi confermata la (3.7)
ovvero che il cambio di base é una trasformaziomeate.

(5.3) Qual’é la matrice del passaggio di base da (1L,2#(0,2;1,3) e qual’é la matrice del
passaggio inverso ?

Procedendo come nell’'esercizio precedente

|
=N w
oNIR

O=a+2b 2 1 1=0+2
2=c+2d t g 2=o0+m _, 31
B P= , B = 2 2
1=3a+b 4 3 3=a+3 51
3=%+d 5 9 1=c+3d

Il lettore di buona volonta potra provare che ciego applicando la (4.3) oltre che verificando
chePP* = E

5.2.2 Matrice di trasformazione con cambio di base
Non pensate neanche per un istante di ottevieraoltiplicandoP perM !
Le matrici di trasformazione (lo & anche la matdeécambiamento di base) sono operatori
lineari che agiscono su vettori, non su altre roatri
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Coerentemente con i risultati fin qui raggiunti)&é un vettore dato nella vecchia base si avra la
(3.7)

X = MX

Del resto se esprimiame X nella nuova base mediarReavremo

X =PX

X = PX

sostituendo nella (3.7)

PX'= MPX'

Per esplicitar&X  dobbiamo semplificare a sinistra moltiplicando &t che esiste essenéo
invertibile:

P*PX'= P'MPX X = P'MPX

L'ultima uguaglianza & la trasformazione nella ratase dX’ in X e pertanto la matrice di
trasformazione associata aella nuova base é

(5.4) M =P*MP

La (5.4) ci da modo di verificare come nel prodateomatrici sia valida la proprieta associativa
ma non la commutativa. Infatti se fosk# = PM avremmoM '= P*PM = EM = M il che in
generale non & vero, mentre essevitlo= P = P M si ha evidentemente

M =P?(MP)=(P"M)P.

5.3 Cambio di base con matrice di trasformazione ghtica

SeM =kE si ha

M'=P*MP= P'kEP= kP' PE= KI

ovvero col cambio di base I'operatore lineare namigia.

Nell'esempio (5.1) abbiamo presentato il caso @ trasformazione in bagg, 0;0,1) portata in

base 1,0;% g , ovvero da base ortonormale a canonica; mostrizomee la matrice di
trasformazione nelle due basi sia la stessa doweh@sformare un quadrato in un rombo.
2 0 1VJ2/2
M = =2E, P= , detP F
0 2 0 V2172
1 0 1 -1
=272, P" = , Pt=
V212 V212 02
1 -1
M= PIMP = 20D1f2/2= 2 0_
0v2 02 042/2 02
1 -1
:leﬁlz 20:EM:2E

0 0
0J2/2 042 02

Ma come detto, questo non e l'effetto “stretchidglla grafica vettoriale in quanto in un
trasformazione corrispondente a questo effettaayrdd nuova base non pud essere canonica
dovendosi conservare l'altezza del quadrato. Pertafe trasformazione portera il quadrato non
pit in un rombo ma in parallelogramma.
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(5.5) Stretching
Con una rotazione dfs7/8 di v, otteniamo una nuova base equiversa con la veccitiayiamo

il modulo div, = \EA tale che nella trasformazione sia conservata éakta del quadrato e

quindi la nuova baséL,O;‘/E2 ,1 con cui costruire I'operatore lineare P del camhiobase

1 0 _
M:gg=2E, p= 1 V212 gepy 1 P - pr= 1 212

o 1 J2i2 1 0 1
_ 1 -1
Mipivpe I V2/2 420 1y2/2_20_ . 14J2/2, 20
0 1 02 0 1 0 2 0J2/2 042 02
2 o 2 T
# M=M" 1 / ,—"“‘
V2 v’ A 3
V1 V'1 > 2%” 2/

Anche in questo caso la matrice di trasformaziooe cambia e la trasformazione T consistente
nel raddoppiare il modulo di tutti i vettori viemenservata nel passaggio di base.

6 Trasformazioni isometriche

Come detto, le isometrie sono trasformazioni linelae non mutano la distanza tra due punti.
Pertanto una figura geometrica sottoposta ad istamein muta né forma né dimensione ma solo
la sua posizione relativa®., = Oxy.
Se I'isometria € triviale non interviene nessun bandi posizione, la trasformazione € identica e
la figura geometrica rimane com’e nel posto cheupac
In grafica vettoriale una figura geometrica puo bare posizione per:

e traslazione;

e rotazione;

e riflessione
Ma in algebra lineare le isometrie in”sono distinte solamente in

e rotazioni

e riflessioni
Dimostreremo pertanto che:

e le traslazioni non sono trasformazioni lineari

e gli operatori di isometria sono matrici ortogonadn determinante:l

e |e isometrie possibili sono solamente rotazionflessioni

e gli operatori lineari di isometria sono soltanteedlipendenti da parametro
6.1 Traslazioni
2

Una traslaziond,, : ? — 2 puo essere definita come somma di un vettore ¥at® con il
vettore da traslare:
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T(X)=Y+ X
Il lettore ricordi che punti, vettori o ennuple ovate, in > coppie ordinate, definiscono la stessa

istanza. y+n-— Y+X
Allora una traslazione non verifica la (2.2).

Infatti si ha

T(aX)=Y+aXza(Y+ X=a T X

T(X+Z)=Y+( X+ Q2( Y+ X+( ¥ = T X+ ([}
La trasformazione che esprime una traslazione e

X =X+m

y=y+n

dalla quale non e evidentemente possibile ricanareperatore lineare. X+m
Infatti, dato un vettore arbitrariy # 0, se esistesse I'operatore di traslazione avremmo

T(X)= X+Y= MX

T (X) =

ma seX =0 la precedente diventa
T(X)=0+Y= MO=0

contro I'ipotesi cheY # 0.

Definiamomovimento rigidanel piano o una rotazione o una traslazione. insi ha il seguente:
Teorema di Chasles

Un movimento rigido € composto da una rotazionerimd ad un’asse e da una traslazione nella
direzione dello stesso con le due trasformaziorisino commutative.

(6.1) Assonometria

E’ una traslazione e un metodo banale per risolvare
grafica vettoriale il problema della mancanza di un
operatore lineare consiste nel ridefinire virtualnte

R, = Oxy - R, = Oxspostando l'origine if{m, n) e /o
ricostruire una copia dell’oggetto con lo stess@giore

lineare. /
Nel caso dell’assonometria (monometrica nel grafico £ 4

I'operatore lineare inOxy e evidentemente la matrice
identica. O m

(6.2) 3D

La non-proprieta di una traslazione di essere una
trasformazione lineare puo essere sfruttata peaze
alcuni effetti tridimensionali elementari (prospedt ad un
punto di fuga nel grafico). Si ridefinisd®., con una nuova
origine e si applica I'operatore M. Quindi si rideisce di
nuovo R., con la vecchia origine e si applica I'operatore

ky2——

ky 1+

KE per un effetto di espansione che coinvolge otmle y2-
dimensioni della figura ma anche la traslazioneedaa
subita. a8

x1 x2 kx1 kx2
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6.2 Matrici ortogonali
Dimostriamo che s& ( X) & un’isometria, la matrice di trasformazione asate

M =(u|w) & ortogonale.

Dalla definizione di isometria abbiamo che

[T () =1

Se la base ¢v,,v,) possiamo scrivere

[T(w+w) =u+ v

Sviluppando il primo membro si ottiene

Ta+w) = T(w)+Tw) O Y+ Ty =| T
da cui

vy +v2||2 =2 2+2T(y)Ty=2

Pertanto deve essere

(T(w). T(v))=0=(uw

Se poniamajet(M ) = p ed applichiamo il teorema di Binet, dovendo essere
MMT =E detf{MMT)=1

avremodet(MMT) = de(M) detMT) =p°=%

6.3 Rotazioni

| TY|r2 0y Te2v2 (T

Ricordando che il sistema di riferimenRy, = Oxy € destrorso e che quindi le misure delle
rotazioni vanno intese in senso antiorario a padall’asse, le componenti di un vettore unitario
v(\, V) espresse tramite I'angold chev forma con I'asse delbesono

v, =1[tosd

v, =105in(-9)

e pertanto le componenti del vettoXe( XV, y\é) sono
X (xcosg -y sing)

Possiamo allora esprimere la rotazione di un veiXor

con una combinazione lineareXlutilizzando I'angolo di rotazion&g  yV:
X = Xcosd — y sind

T(X)= .
y = Xsind + ycos? " ‘.‘
e ricavare I'operatore lineare 5513 - >
cos? - sing Vi -e XV,
(63)MRO = det(MRo): 1 |

sind cosd
E’ utile notare la sottile distinzione che una rdé&e non consiste
nel modificare la misura di una rotazione esistemaenel costruirne
una di misurad e pertanto I'operatore lineaM ., € unico con
parametr@ per tutte le rotazioni possibili.
Cosa si puo dire dei seguenti operatori lineari ?

0 -1 -1 0

1 0’ 0 -1

N

Che essenddet(M 4 )= 1 sono evidentemente
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operatori di rotazioneispettivamente pe%, Vg

6.4 Riflessioni
E cosa si puo dire dei seguenti operatori liné&ari

O _1 ' 0 1 (O _'l
Che non sono evidentemente di rotazione essermdo i |
determinanti uguali a1. Essi sono associati alle trasformazioni

X
T(X)= Riflessione rispetto all’asse deke

Riflessione rispetto all'asse delfe

trasformazioni che non potendo essere né rotamidiaslazioni devono necessariamente essere
delle riflessioni. Si tratta quindi diperatori di riflessione

In realta anche I'operatore di riflessione & urédceé rappresentato da

GaM, = 0 SV dermy, )=-1

dove £ e I'angolo formato dalla retta di riflessione pa#® per I'origine con I'asse delte

Poiché le matrici associate a isometrie sono ortalje il loro determinante valel ne consegue
che M., € M, sono le uniche matrici 2x2 ad esserlo e che nistoe® altre isometrie in ?.

Si noti come la trasformazione con I'operatoreadazione perr equivalga ad una
trasformazione composta con i due operatori d@sglone:

-1 0 _X -X -10 1 0_.x -10_ X - X
O = = Ll Il = Il =
0-1 vy -y 01 O0-1vy 01 -y -y
La verifica per le altre due rotazioni € immediata
0-1_ 01_.1 0 _.-10 01 _ 0-1_1 0 _-10
10 -10°%0-17 01 10~ 1 0% -1"01

Cio e espresso in termini generali dal
Teorema di Cartan-Dieudonné
Ogni isometria in uno spazio euclideo a n dimenssopuo decomporre im <n riflessioni.
Pertanto in *ogni isometria & o una riflessione o una composgidi due riflessioni.
Sembra ovvio, ma e bene sottolineare che se unécedt trasformazione hdet(M )=+1non e
affatto detto che essa sia associata ad un’iscametri
Si pensi alla trasformazione seguente che nonnéasa
X2 =t gem)=1
y=vy 01

perché M non ¢ ortogonale esseridd ™ # E.

(6.5) Spostamento con stretching
E’ I'effetto che si ottiene utilizzando A=
I'operatore precedente. s e =5 el
Si osservi che anche nel casoAdE 1 I
'operatore
11 |/
01 1
non & né di rotazione né di riflessione. i } ; I 1 1 1 1
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7 Matrici di trasformazione diagonali

Ricordiamo che per una matrice di trasformazi@hen vettoreX € suo autovettore per un
autovalorea se sussiste I'eguaglianza
X =aX
Abbiamo fin qui visti diversi esempi di trasformeai la cui matrice € diagonale del tipo
a 0
0 a

e quindi sappiamo che in questa trasformazdne l'autovettoree a el'autovalore

(7.1)T(X)= X=MX=a X=aEX (M-a g X=0

Sappiamo anche che per una data trasformazioradife matrice associata e unica per una data
base e che pertanto esistono matrici associateseiyer le diverse basi disponibili nello spazio
vettoriale (e ininfluente il fatto chE sia 0 meno un endomorfismo).

Ci possiamo pertanto chiedere se tra queste basista una che consenta di conserv¥are
associando ad essa una matrice diagonale, ovveer sma datd con basey, v, e matriceM,

sia possibile effettuare un cambio di bases, in modo da ottenere una matrice di trasformazione

diagonale genericd ' = g 0 con a, 8 autovalori distinti.

B

Chiameremo questo procedimenliagonalizzazionehe, come sembra ovvio, implica che
possieda una base costituita da autovettori.
Come vedremo non tutte le matrici di trasformazisoeo diagonalizzabili.
7.1 Teorema delle matrici di trasformazione diagonia

Se una trasformazione lineare in uno spazio linearedimensioni ha una base costituita
da n autovettori, la sua matrice di trasformazi@anaducibile a diagonale.
Viceversa, se la matrice di trasformazione € diad@mnsuoi vettori colonna sono autovettori
della trasformazione e base dello spazio lineare.
La dimostrazione é banale partendo dalla matricéasia

10 a O
M=01 0a
della trasformazione identica che trasforma ogritame in se stesso.
Per essa si ha infatti
MX = X =1[X = X
Piu in generale

10 a O
al = MX =aX

01 0 a
Questo teorema € una delle molte enunciazioniedeema spettralehe vedremo nel prossimo
paragrafo.

7.2 Equazione caratteristica
Dalla (7.1) abbiamo

ax = ax+ by
ay = cx+ dy
ed anche il sistema omogeneo
(a-a)x+by=0
cx+(d-a) y=0
che avra soluzione se
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a-a b |_
c d—aJ_O

ovVvero se

(7.2) det(M —-aE) =0

La (7.2) e lequazione caratteristicdella matrice di trasformazione, é di gradpari all’ordine di
M e le sue radici sono gli autovalori.

Si noti che e vera l'uguaglianza

det(M -gE) = 1f det¢E-M |

il che vuol dire che skl e di grado pari si ha

det(M -gE) = det¢E- M )

mentre séVl € di grado dispari le due equazioni caratteristichnno segni opposti ma stesse
radici.

7.3 Matrici diagonalizzabili

Il procedimento di diagonalizzazione consiste quinalla risoluzione dell’equazione caratteristica
che permette di trovare gli autovalori e poi i teieautovettori.

(7.3) Diagonalizzare itM’ la matriceM = é é associata ad una trasformazione lindaire

base ortonormale.
Scriviamo I'equazione caratteristica

1-a 1| _ 0 paon o la-r o= T )
‘ 8 3_a‘—(1 a)(3-a) 8—‘ _g a_i_(a e - 3)- ¢
a*-4a-5=0 Iy
Troviamo gli autovaloria, , al
a, =5, a,=-1 1 ,
Gli autovettoriX, y si trovano risolvendo il sistema omogeneo 1A [/
(1-a)x+1y=0 1
8x+(3-a)y=0 T ‘P
per i due autovalorir, ,. / \Ix
Come si verifica facilmente il determinante deiftiogenti / X'
e nullo per ambedue gli autovalori e pertantosiesna ha soluzione "W /
~4x+y=0 - . |
4x=y X=k+4kpera, TR e,
8X - 2y = O 1 \¢— ..............................
2X + y= 0 X
—2x = Y= k-2kpera T
8x+4y=0 .oy Pera: LA
conk .La matriceM ha pertanto infiniti autovettori. A
Stabiliamok = 1 e proviamo, operando un cambio di base, i
che i due autovalori formano una matrice diagoratiaM’ | \
_ 1 1 _ - 1 4
P= 4 -2 det(P)=-6 P = 1 -2
Pt = 1/3 1/6 i
2/3 -1/6 1
M = /3 2/3_11_1 1_ 5 0 1
~1/6 -1/6 83 4-2 0-1 1 |
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Ora proviamo che il vettore (1,4) & autovettor&di

11 _1 5 _ 1
pera,. g 35,4 = 50 =°Hy
e che il vettore (1,-2) e autovettoreMii
11 1_-1_ 1
per a, 3 3 D_2 = 5= 1D_2
2 1 1
(7.4) Determinare gli autovalori della matriéd = 2 3 4
-1 -1 -2

utilizzando le due forme dell’equazione caratterése provare che sono identici nei due casi.
Scriviamo il polinomio caratteristico per la prifama

2-1 1
detM —qE)=| 2 3- ==+ A%2+21- F(A+ YA- YA- B
-1 -1-2-1

L’equazione caratteristica corrispondente ha quiadici a, = 3,0, = -1a,=1
Ora scriviamo il polinomio caratteristico per la&aseda forma

A=-2 -1 -
det{l@E-M)=| -2 41-3 -4=2-32-1+ =(A+ ) £A)(A- B
1 1A+

Come si vede I'equazione caratteristica corrispatelba le stesse radici.
Scriviamo il sistema per il calcolo dell'autovetquer I'autovaloren, utilizzando il primo

polinomio caratteristico
-X+y+2z=0
2x+4z=0
-X-y-5z=0
che ha soluzionx=2,y=3,z=-1
Utilizziamo ora il secondo polinomio caratteristico
x-y-2=0
-2x-4z=0
X+y+5z=0
e verifichiamo che ha esattamente la stessa sokizio
In modo analogo si trovano gli autovettori peradtri due autovalori
a, x=0,y=1z=-1
a, x=1y=-1,z=0
7.4 Matrici non diagonalizzabili
(7.5) Sia data la trsformazioriecon base ortonormale; diagonalizzard/linla sua matrice

76
M=5 4
Scriviamo I'equazione caratteristica
7—0' 6 2
=(7-a)(4-a)- - 1r+ 28 |
‘5 L =(7-a)(4-a)-30 a*-1p+ 28

Troviamo gli autovaloria, ,
a, =71, a,=4.
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Gli autovettori si trovano risolvendo il sistemaageneo per i due autovalari ,

(7-a)x+6y=0

5x+(4-a)y=0
Come si verifica facilmente il determinante deiffioenti € diverso da zero per ambedue gli
autovalori, quindi il sistema non ha soluzioni dseedalla soluzione banale; pertanto non esistono
autovettori peM che non é diagonalizzabile.
7.5 Teorema Spettrale reale
Riprendendo quanto accennato nel paragrafo 7.1cerao il

Teorema spettrale reale

Se T e la trasformazione e la sua matrice assodfagasimmetrica di ordine n, allora sono valide
le seguenti affermazioni:

1. se(v,w) =0 con v autovettore non nullo,{& w) = (T(w),=(wT( })=0
2. esiste una base ortogonale di' i cui elementi sono tutti autovettori hi;
3. esiste una matrice ortogonale H tale che
(7.6)H"MH = H*MH =diag(a,,q,,...a, )
Cio e coerente con i risultati fin qui ottenuti.
Infatti la (7.6) e la (5.4) coll simmetrica che quindi & diagonalizzabile.
-2
-2 -2
L’equazione caratteristica ¥ & a® +a -6 =(a - 2)(a + 3) = 0 ed ha soluzionir, , = 2,-3.
Gli autovettori relativi a questi autovalori esistoe sono dati dalle soluzioni dei sistemi
-x-2y=0 3 4x-2y=0 _
e X270, O 0 ¥=(19
2x—-4y=0 2x+y=0
Pertanto sono verificati i tre punti

J 2 3\ _ [/ 1 =2 2 3\ / 2 1-2_3\_
1. Elementarmentes< _q 6>_< 5 —ZD—l’ 6>_< _q _2_2D 6>—0

0

(7.7) Siadata la matridd = che & simmetrica perché ugualeMd .

2. La base formata dagli autovettori e ortogor<ale_i , ; >

3. Sviluppando la (7.6) con gli autovettori normalizza ha:

2 - 2 1
oo V6 5 121 T8 5 2 0
1 2 13 -1 2 0-3

V5 5 J5 J5
Si noti che sé/ e simmetrica anchd’ lo €, anche con una base semplicemente ortogenmaia
necessariamente ortonormale
,.2-1_21_21_ 7 1
M= 29139127 118

Per tutto quanto sopra esposto, possiamo interprgeametricamente il teorema spettrale nel
seguente modo: dato un sistema di riferimé&foi cui assi siano paralleli agli autovettoriiila

trasformazione di ogni vettor® nel vettoreX consiste nella moltiplicazione di ogni coordinata
per il rispettivo autovalore il che significa semphmente che la trasformazione € solo un
cambiamento di scal&, x,,..., .
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8 Conclusioni

8.1 Tre risposte
Concludiamo questi semplici appunti tornando adliepio iniziale di grafica vettoriale con
lingrandimento di un quadrato e rispondendo albmande rimaste in sospeso.
Perché abbiamo parlato di un’unica trasformazione ?
Una volta introdotto il concetto di operatore linreéutto risulta chiaro: esso attua la
trasformazione lineare di tutti i vettori del piapertanto tale trasformazione € unica per i 5 vietto
che rappresentano i quattro angoli del quadrasoseid diagonale. Cio che cambia e soltanto |l
parametrk, ovvero la scala delle coordinate, ovvero i duwalori, coincidenti nel caso del
guadrato, distinti nel caso di un rettangolo.
Perché l'origine delle coordinate & nell'angoloaifto a sinistra ?
Il sistema operativo considera la barra del tiedterna alla finestra attiva; cio in funzione del
ridimensionamento della finestra che in sensocadiavviene a spese della parte inferiore e in
senso orizzontale a spese della parte destranReressendo I'angolo in alto a sinistra I'unico a
non cambiare mai coordinate durante il ridimensiogiato, esso viene preso come origine delle
medesime.
Nei software di grafica vettoriale questa € I'onigidelle coordinate che viene proposta per
default, ma I'utente puo ridefinirla a suo piacirtenostringendo pero il sistema a calcoli
aggiuntivi.
Perché la matrice 3x3 dei numeri da 1 a 9 ha deiteamte nullo ?
Perché i vettori-colonna sono L.D. potendosi lanarriga ottenere dalla seconda moltiplicata per
due e sottratta della terza. E’ evidente che gasilsnatrice quadrata di tal genere di qualunque
ordine ha determinante nullo, come per esempiartetione della tombola.
8.2 Modello di software per grafica vettoriale
Ho scritto questo sorgente in VisualBasic® perawme linguaggio ibrido strutturato-ad oggetti
con sintassi altamente esplicativa, produce listathprensibili a chiunque,.
Poiché esso ha uno scopo didattico, I'ho scrittngando a cio piuttosto che alla massima
efficienza di elaborazione e ho preferito limitadiyesecuzione di una o due funzioni al massimo
con listato breve, piuttosto che riempire un salogpamma di molte funzioni ottenendo un
sorgente chilometrico e faticoso da leggere. Hdtieabbondato con i commenti, che sono
preceduti da un apice che vale come il piu comuera,RBempre pensando alla funzione didattica.
(L.C)).
Il pacchettowww.4dmatrix.it/math/traslin.zipontiene:
» |l listato del sorgentguadrati.txt
* L’eseguibilequadrati.exe che non necessita di installazione
e L’intero progetto in VB6
Tutto il materiale contenuto nel pacchetto citatibero da qualunque vincolo e il lettore puo
farne I'uso che ritiene piu opportuno.

Leonardo Calconi
leo@4dmatrix.it

Una versione aggiornata e corretta potrebbe edggyenibile all'indirizzo:
www.4dmatrix.it/math
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